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3 Kommutative algebraische Gruppen

3.1 Die Struktur der kommutativen algebraischen Gruppen

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit Ergebnissen zur Theorie der kommutativen linearen
algebraischen Gruppen, welche grundlegend sind fur die in den nachfolgenden Kapiteln
dargelegte Theorie. Die besonders wichtigen Tori werden in 3.2 eingefuhrt und in 3.4.9
beweissen wir den Klassifikationssatz fur zusammenhangende eindimensionale
Gruppen. Wir verwenden die Bezeichnungen des vorangehenden Kapitels.

3.1.1 Satz: Produkt-Zerlegung der kommutativen algebraischen Gruppen

Sei G eine kommutative lineare algebraische Gruppe. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
(1) Die Mengen GS und Gu der halbeinfachen bzw. unipotenten Elemente von G sind

abgeschlossene Untergruppen.
(1)  Die Produkt-Abbildung s GSXGu — G, (X,y) & Xey, ist ein Isomorphismus

von algebraischen Gruppen.
Beweis. Zu (i). Nach 2.4.3 sind GS und Gu im kommutativen Fall Untergruppen von

G. Es bleibt zu zeigen, dall diese Untergruppen abgeschlossen sind. Dazu konnen wir
annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe einer allgemeinen linearen Gruppe,
sagen wir

Go GLn
(nach 2.3.7 und 2.4.8(ii)). Nach 2.4.10, Aufgabe 2, ist Gu abgeschlossen in G.
Nach 2.4.2(ii) und 2.4.8 (iii) gibt es eine Basis von
Vi=k",
welche aus Eigenvektoren besteht bezuiglich aller Matrizen
gE GS < GcC GLn).

Mit anderen Worten, V zerfallt in eine direkte Summe
V=& Vi

von linearen Unterraumen Vi mit
gev = (])i(g)-v fur alle v e Vi und alle gEGS.

Dabei ist
¢.:G — k*
i s



ein Gruppen-Homomorphismus.' Wir wihlen die Vi dabei so, daf} gilt

_ _ . - )
Vi = ngGS Ker(g q)i(g) Id) fur jedes i.

' Man beachte, jedes g€G C G C GL ist eine umkehrbare Matrix, d.h. die Eigenwerte ¢ (g) dieser
s n i

Matrix sind ungleich Null. Fur g’, g’€ G und v€V _ gilt
s i

$.(g7+g") v =(g’+g")v (nach Definition von ¢i)
i
=g’«(g”’*v) (die Matrizenmultiplikation ist assoziativ)
=g’ +(¢.(g7)*v) (nach Definition von ¢.)
i i
= ¢i(g”)'(g V) (wegen d)i(g”)Ek)

= ¢i(g”)°¢t(g’)-v (nach Definition von ¢i)
Da dies fur alle v E Vi gilt folgt ¢i(g’-g”) = ¢i(g”)-¢t(g’), d.h. die q)i sind Gruppen-
Homomorphismen. Wir nehmen hier an, alle Vi sind # 0.
% Das ist moglich. Nach Voraussetzung gibt es eine Zerlegung V = ® Vi mit zum Beispiel

eindimensionalen linearen Unterraume V.. Wiir jedes i setzen wir
i

W= ngG Ker(g - ¢.(2)1d).
S

Dann gilt V. C W also V = 2 V. C 2 wW. C V, also
i i i i
i i
V= W..

2V,

i
Diese Gleichheit bleibt erhalten, wenn wir rechts doppelt vorkommende W weglassen, d.h. wenn die

i

Summe Uber die paarweise verschiedenen ¢.: G — k erstreckt wird. Wir haben zu zeigen, die
i s

Summen-Zerlegung ist dann direkt. Angenommen, sie ist es nicht. Dann gibt es Vektoren w €W - {0}
i

mit
w. +w, +..+w, =0. (1)
i i i
1 2 r
Wir konnen annehmen, die Vektoren sind so gewahlt, dal r > 0 minimal wird. Fur jedes gEGS gilt dann
auch
¢, (@ w. +0¢. (2w, +.+¢ (W =0 @
1 1 2 2 2 r
Weil die ¢, paarweise verschieden sind, konnen wir g& G so wihlen, daf gilt
i s
0. (@ # ¢, (9
1 2
Wir multiplizieren (1) mit (])i (g) und ziehen das Ergebnis von (2) ab. Wir erhalten
1
@, (@9, (@)W, +.+(d. ()¢, (@)W, =0.
2 1 2 2 1 T

Der erste Koeffizient dieser Linearkombination ist ungleich Null. Die Anzahl der Summanden ist
kleiner als r. Dies widerspricht der Minimalitit von r in (1). Dieser Widerspruch zeigt die Zerlegung von
V in die W ist direkt.
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Dann sind die so gewahlten linearen Unterraum Vi stabil beziiglich der Operation der
Gruppe G. Sei namlichgE Gund v € Vi dann gilt fur jedes x € GS
(x - 90T V) = xe(geV) - 9:(x)eg+v
= ge(Xev - q)i(x)-v) (denn G ist kommutativ)
= g+((x - §,(0*Id)V)

= g0 (wegenv € Vi)

=0,
also

g+v € Ker(x - ¢i(x)-Id)
Da dies fur jedes x € GS gilt, folgt gev € Vi fur jedes v € Vi und jedes g € G. Die Vi

sind also tatsachlich G-stabil.
Weil G kommutativ ist, konnen wir nach 2.4.2 (i) fur jedes i eine Basis von Vi derart

finden, dal G auf Vi durch obere Dreiecksmatrizen operiert. Alle diese Basen

zusammen bilden eine Basis von V, bezuglich der G auf V durch obere
Dreiecksmatrizen operiert und GS durch Diagonal-Matrizen. Durch Wechsel der Basis

von V = k™ konnen wir also erreichen, daB
GngundngDIl

gilt (wir verwenden die Bezeichnungen von 2.1.4 Beispiel 4 (¢)). Insbesondere ist

Gs - GﬂDn.
Nun ist aber jede Matrix von Dn halbeinfach. Weil jede halbeinfache Matrix von G in
GS liegt, besteht auch die umgekehrte Inklusion. Zusammen ist damit

GS = GﬂDn.
Weil Dn abgeschlossen ist in GLn , 1st dann aber auch GS abgeschlossen in G.
Zu (i1). Die Abbilung

T GsXGu — G, (x,y) & Xx°y,

ist surjektiv auf Grund der Existenz der Jordan-Zerlegung und injektiv auf Grund von
deren Eindeutigkeit (vgl. 2.4.8 (i)). Als Einschrankung der Gruppen-Multiplikation

GxG— G, (x,y) b Xxey,
ist ;t eine reguldre Abbildung. Die Umkehrung von mt ist gegeben durch

GC—GCGxG,gp (g,8)

Wir haben noch zu zeigen, dal die Koordinatenfunktionen dieser Abbildung regulér
sind. Dazu reicht es zu zeigen, die Abbildung

G—G.gp g, (3)
ist regulédr (denn dann hangt auch g, =g gél in regularer Weise von g ab). Wir wiahlen

das im Beweis von (i) beschriebene Koordinatensystem, fur welches GS = GﬂDrl gilt.
Bezuglich dieses Koordinatensystems ist (3) die Abbildung,
C— Gy g8, P g



welche im Produkt g = 8.8, die Matrix g, durch die Einheitsmatrix ersetzt. Bezeichne

Xi den i-ten Eintrag auf der Hauptdiagonalen von g Dann hat die Diagonalmatrix g
die Gestalt

gS = (7\1 -el,...,kn-en),
wenn e, die i-te Spalte der Einheitsmatrix bezeichnet. Weil gy eine obere Dreiecksmatrix
ist und die Eintrage von g, (uij) auf der Hauptdiagonalen gleich 1 sind, hat 2.8, die
Gestalt

M B

n
gs'gu - (7\1‘61+ 2 MOLI)\OL.COL’ )\2.62+ u
o=2 a=3

alxa.ea""’xn.en)'

n
Man beachte, die Summen Y Mow)\oc.ea stehen fur Eintrage auflerhalb der

a=v+1
Hauptdiagonalen. Abbildung (3) bekommt so die Gestalt

n n

()»l-el+ D ual)\a-ea, k2-e2+ > ualxa-ea,...,xn-en) RS (7»1 ) ,...,Kn-en),
a=2 o=3

d.h. in jeder oberen Dreiecksmatriz werden alle Eintrage aullerhalb der Hauptdiagonalen

durch Nullen ersetzt und die Eintrage der Hauptdiagonalen unverandert gelassen.

Insbesondere ist (3) eine regulare Abbildung.
QED.

3.1.2 Folgerung: Erhaltung des Zusammenhangs beim Ubergang zum
halbeinfachen bzw. unipotenten Teil

Ist G eine zusammenhangende kommutative lineare algebraische Gruppe, so gilt
dasselbe fur deren halbeinfache und unipotente Teile GS und Gu'

Beweis. Die Zusammensetzungen des Inversen
w6 — G xG_
des Isomorphismus von 3.1.1 (i1) mit den Projektionen auf die beiden Faktoren, sind
surjektive reguldre Abbildungen
G—>GSundG—>Gu.

Mit G sind aber auch die beiden stetigen (weil regularen) Bilder von G

zusammenhangend.
QED.

3.1.3 Proposition: der zusammenhingende Fall der Dimension 1

Sei G eine zusammenhangende lineare algebraische Gruppe der Dimension 1,
dimG=1.

Dann gelten folgende Aussagen.

(i) G ist kommutativ.
i) G= GS oder G = Gu.
(iii) Ist G unipotent und k von positiver Charakteristik,
p := Char(k) >0,
so ist jedes Element von G - {e} von der Ordnung p.
Beweis. Zu (i). Sei

g€ G.
Wir betrachten die regulare Abbildung



0:G—G,x xgx‘l.

Mit G ist auch ¢p(G) irreduzibel (nach 1.2.3 (i) und (ii)). Damit gilt
¢(G) = G oder dim ¢(G) < dim G = 1
(nach 1.8.2). Im zweiten Fall ist ¢p(G) als O-dimensionale zusammenhangende Menge
einpunktig. Weil g = ¢(e) in dieser Menge liegt, gilt also
$®(G) = G oder ¢(G) = {g}.
Nehmen wir an, es tritt der erste Fall ein,
$(G) = G.
Weil ¢(G) eine in G offene Teilmenge enthalt (nach 1.9.5), d.h. eine Menge mit
endlichem Komplement (wegen dim G = 1)*, ist auch
G - ¢(G) endlich.
Wir konnen annehmen, dafl G eine abgeschlossene Untergruppe vom GLrl ist (nach
2.3.7(1)). Die Einschrankung des fur die Matrizen von GLn definierten

charakteristischen Polynoms auf G,
det (T+1-y)mity € G C GLn

ist auf jeder Konjugationsklasse konstant, also insbesondere auf ¢p(G). Weil das
Komplement von ¢(G) in G endlich ist, ist die Menge
{det(T1-y) lyeG}

endlich. Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind somit regulére
Funktionen

G—)Al

mit nur endlich vielen Werten. Weil G zusammenhiangend ist, ist es auch jedes Bild von
G bei einer reguldren Abbildung. Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

sind damit konstante Funktionen, d.h. det (T+1 - y) ist unabhéngig von y € G. Es folgt
Xy(T) = det (Te1 - y) = det (T+1 - e) = (T-DH™.
Nach dem Satz von Caley-Hemilton gilt
0= Xy(y) = (y - D™ fur jedes y € G.

Mit anderen Worten, G ist eine unipotente Gruppe. Als solche ist G auflosbar (nach
2.4.13 B). Insbesondere gibt es einen iterierten Kommutator von G, welcher trivial ist,

c® - {e} fur eine natirliche Zahl € . .
(vgl. Bemerkrung 2.4.13 A (iii)). Zur Erinnerung GO.- G, GUt+Dh .- (G(l), G(l)).
Das ist nur moglich, wenn der Kommutator von G echt enthalten ist in G,
(G,G) CG.

Nun ist (G, G) eine zusammenhangende abgeschlossene Untergruppe von G (nach
2.2.8(1)). Insbesondere gilt dim (G,G) < dim G = 1 (nach 1.8.2), also dim (G,G) =0,
d.h. (G,G) ist endlich und als irrreduzible Varietat sogar einpunktig. Es gilt also

(G, G) = {e}.

3G - ®(G) ist eine echte abgeschlossene Teilmenge von G. Weil G irreduzibel ist, gilt
dim G- ¢(G) <dimG =1
(nach 1.8.2), also
dim (G - ¢(G)) = 0.
Eine affine irreduzible affine Varietiat der Dimension O ist eine einpunktige Menge. Da die Anzahl der
irreduziblen Komponenten von G-¢(G) endlich ist, ist G-¢(G) eine endliche Menge.



Nach Definition von ¢ gilt aber g‘lq)(G) C (G, G). Das steht im Widerspruch zu
unserer Annahme ¢(G) = G. Diese ist somit falsch, und es gilt

$(G) S 9(G) = {g},
also g = ¢(x) = xgx'1 fur jedes x € G, also

gx = xg fur beliebige x, g € G.
Die Gruppe G ist kommutativ, wie behauptet.
Zu (i1). Weil G kommutativ ist, gilt
G= GsXGu

(nach 3.1.1), wobei GS imd Gu zusammenhiangende abgeschlossene Untergruppen

sind (vgl. 3.1.1 (i) und 3.1.2). Eine der beiden Untergruppen hat damit die Dimension
1 und die andere die Dimension O (nach 1.8.3). Die 0-dimensionale Untergruppe ist
trivial (weil sie zusammenhéngend ist). Damit gilt Aussage (ii).

Zu (iii). Wir betrachten die Untergruppen

<GP >

von G, welche von den pk—ten Potenzen der Elemente von G erzeugt werden. Es sind
abgeschlossene und zusammenhédngende Untergruppen von G (nach 2.2.5(ii) und 2.2.9
Aufgabe 3). Wegen dim G = 1 sind diese Untergruppen gleich G oder gleich {e),

k k
<GP > =G oder <GP > = {e}.
Wir konnen annehmen, da G eine abgeschlossene Untergruppe der GLn ist (nach

2.3.7). Weil G nach Voraussetzung unipotent ist, konnen wir sogar annehmen, G ist
abgeschlossenen Untergruppe der Gruppe UIl der oberen Dreiecksmatrizen, deren

Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1 sind,
GC UIl

(nach 2.4.12 B). Die Elemente der Gruppe G haben dann die Gestalt

g=1+n
mit einer oberen Dreiecksmatrix n, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich O
sind. Weil die Charakteristik des Grundkorpers k gleich p ist und die Matrizen 1 und n
kommutieren, gilt

p )
P=3 (Ii))-nl =1 +nP.
i=1
Wir iterieren diese Identitat und erhalten
k k

gp =1+nP .
Der zweite Summand rechts ist jedoch gleich O fur pk =n (vgl. Formel (5) im dritten
Schritt des Beweises zu Aufgabe 4 von 2.1.4). Also gilt

k
<GP > = {e} fur pk =n.
Damit ist der Fall < GP > = G ausgeschlossen, d.h. es ist

<GP >={e},
wie behauptet.
QED.
Bemerkung
Im Rest dieses Kapitels untersuchen wir zunachst die kommutativen linearen
algebraischen Gruppen, deren Elemente halbeinfach sind, und anschlieend diejenigen,
welche der Bedingung von 3.1.3 (iii) genuigen.



3.2 Diagonalisierbare Gruppen und Tori

3.2.1 Charaktere, Kocharaktere, Diagonalisierbarkeit

Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper
k. Ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen

x:G—>Gm

heift rationaler Charakter oder auch einfach Charakter von G. Die Menge der rationalen
Charaktere von G wird mit

X*(G)
bezeichnet. Ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen
A Gm —G

heiflt Kocharakter von G oder auch multiplikative einparametrische Untergruppe von G.
Die Menge der Kocharaktere von G wird mit
X, (G)

bezeichnet.
Eine lineare algebraische Gruppe heift diagonalisierbar, wenn sie isomorph ist zu einer

abgeschlossenen Untergruppe einer der Gruppen DIl (der nxn-Diagonalmatrizen uiber k,

vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (b)). Ist sie isomorph zu einer der Gruppen Dn’ so heifit sie auch

algebraischer Torus.*

Bemerkungen

(i) Die Menge X*(G) besitzt beziiglich der Multiplikation von Abbildungen mit
Werten in der abelschen Gruppe Gm selbst die Struktur einer abelschen Gruppe.

Wir vereinbaren, die Operation dieser Gruppe additiv zu schreiben.
(i)  Nach Definition sind die Charaktere von G reguldre Funktionen auf G, d.h.
Elemente des Koordinatenrings,

X*(G) C k[G].
Nach dem Satz von Artin (vgl. Lang [2], Kapitel VIII, §4, Theorem 7) sind die
Charaktere k-linear unabhangige Elemente von k[G].

(iii) Ist die lineare algebraische Gruppe G kommutativ, so besitzt
X, (G)

bezuiglich der Multiplikation von Abbildungen mit Werten in der Gruppe G die
Struktur eine abelschen Gruppe. Wir vereinbaren dann, die Operation dieser
Gruppe additiv zu schreiben.
(iv) Istdie lineare algebraische Gruppe nicht-notwendig kommutativ, so denken wir
uns
X, (G)

stets mit der Multiplikation mit ganzen Zahlen versehen’,
<,>ZxX (G) — X (G),(n,\) b X b» <n, A>(X) := AMx)D).

3.2.2 Beispiel
SeiG = Dn. Wir schreiben die Elemente x € G in der Gestalt

* Die algebraischen Tori sind nicht zu verwechseln mit den geometrischen Tori, welche projektive
algebraische Gruppen sind (und damit auBer in der Dimension 0 keine linearen algebraischen Gruppen,
vgl. Mumford [1]).

5 Dabei betrachten wir die Elemente von X*(G) als Abbildungen k¥*— G.



X0 0 .. 0

‘ 0 x2(x) ... 0
X = dlag(xl(x),...,xn(x)) = eG

0 o ... xn(x)

Dann sind die Abbildungen Xi:G — k*= Gm (als Koordinaten-Funktionen) rationale
Charaktere von G. Es gilt
— RN |
k[Dn] - k[Xl” Xn’ (Xl Xn) ]

-1 -1
= k[Xl’"" Xn’ X1 > Xp ]

a a
= > k-xll-...-x n
n
@, JELT
(vgl. 2.2.2 Aufgabe 1). Nach dem Satz von Artin (vgl. Lang [2], Kapitel VIII, §4,

Theorem 7) sind die (paarweise verschiedenen) Potenzprodukte

"1 “n i ezn 1
Xl ... Xn mit (al,...,an) (D)

linear unabhéangig uiber k, bilden also eine Basis des k-Vektorraums k[Dn]. Weil jeder
Charakter von Dn in k[Dn] liegt, also eine k-Linearkombination der Charaktere (1) ist,

gleichzeitig aber nach Artin paarweise verschiedende Charaktere linear unabhingig sind,
hat jeder Charakter von Dn die Gestalt (1). Es besteht also ein Gruppen-Isomorphismus

—~

Z 5 XHD ), (a0 ) b % L g 1 @
o> @y Xl Xn .
Speziell fur n = 1 sehen wir, die Charaktere von Gm =D 1 sind gerade die Abbildungen

G =k*—k*=G ,tp t!, mitn€EZ.
m m

Ein Homomorphismus Gm — Dn hat damit die Gestalt

G D .te diagt Lot ™) mit a0 )€ ZD
m _> n7 |_> g 9 s 1a~~~7 n

(weil die Zusammensetzung von Gm — Dn mit X! Dn — Gm fur jedes i ein
Charakter von Gm ist). Wir erhalten so einen Gruppen-Isomorphismus

= al a
Z" — XD ), @ 2 ) b (U diag(t .. t ). 3)

3.2.3 Satz: Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit

Sei G eine algebraische Gruppe uiber k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) G ist diagonalisierbar.

(i)  X*(G) ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, deren Elemente eine k-
Vektorraumbasis des Koordinatenrings k[G] bilden.

(ii1) Jede rationale Darstellung von G ist eine direkte Summe von 1-dimensionalen
rationalen Darstellungen von G.



Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung ist G eine abgeschlossene Untergruppe einer
der Gruppen Dn' Die naturliche Einbettung G & Dn induziert einen surjektiven k-
Algebra-Homomorphismus der Koordinatenringe,
k[Dn] —» k[G], T » fIG. (1)

Die Einschrankung eines Charakters von Dn auf G ist ein Charakter von G. Durch
Einschranken dieser Surjektion erhalten wir eine Abbildung

X*(Dn) — X*(G), x » XIG. (2)
Da die Charaktere von Dn den Koordinatenring von k[Dn] als Vektorraum erzeugen,

wird k[G] als Vektorraum von den Einschrankungen dieser Charaktere erzeugt:

k[G] = D k-xlG (weil (1) surjektiv ist)
XEX*D )
= S ke le....- Xian' (nach 3.2.2 (2))
(al,...,an)EZn

Da jeder Charakter von G in k[G] liegt, ist er eine k-Linearkombination der Charaktere

G Nach dem Satz von Artin (vgl. Lang [2], Kapitel VIII, §4, Theorem 7),

mul er gleich einem dieser Charaktere sein,

a a
XHG)={x Le..ox N
1 n

a a
x Lo oy 1
1 n

n
G I (al,...,an) S/

Damit wird X*(G) von den endlich vielen Charakteren Xll erzeugt. Wie

s s X
G nG
gerade gezeigt, erzeugen deren Potenzprodukte den k-Vektorraum k[G]. Nach dem Satz
von Artin bilden sie eine k-Vektorraumbasis von k[G].

(i) = (iii). Sei
¢: G — GL(V)

eine rationale Darstellung von G. Wir fixieren einen Basis von V, welche es gestattet, ¢
als Homomorphismus

¢:G— GL_

(mit r geeigneten) zu betrachten. Fur jedes x € G gilt dann

0,00 0,00 - (0

o0 | $2109 82200 0,00

n
= Y ¢..(x)E..
ij=1" Y
6,0 0,0 .. §_(X)

mit regularen Funktion q)ijEk[G]. Jede dieser regularen Funktion q)ij ist eine k-
Linearkombination von Charakteren von G. Deshalb 146t sich ¢ als Linearkombination

von rxr-Matrizen mit Eintrdgen aus k schreiben, deren Koeffizienten Charaktere von G
sind, sagen wir
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x)= 3 X(X)'AX
XEX*(G)
mit AX S5 Mr(k) oder in einer von der Wahl der Basis von V unabhéngigen

Schreibweise,
AX € End, (V). 3)

Dabei sind nur endlich viele der AX von Null verschieden,
AX = 0 fur fast alle y€X*(G).

Weil ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, gilt fur x,yeG

o xxmA, = 2 xX0orA
KEX*(G) XxEX*(G)
= ¢(xy)
= 0(x)*d(y)
= > X(Xx)e w(y)-AX-Aw.
XWEX*(G)
Die Abbbildungen

GxG — Gm, (X,y) b x(X)* Y(y),

sind paarweise verschiedene® Charaktere von GXG. Die Identitit

2 X(X)X(Y)'AX = > x(x)e w(y)-AX-A
XEX*H(G) X WEX*(G)
ist somit eine Relation von Charakteren auf GXG. Weil die Charaktere von GXG linear
unabhingig uber k sind, folgt durch Koeffizientenvergleich
A= O Ay ©®
(wenn 6X " das Kronecker-Symbol bezeichnet). Weil ¢(e) die identische Abbildung von

2

P

Vist, giltfurve VvV

v =1Id(v)
=¢(e)(v) (wegen ¢(e) =Id)
=(C 3 X(e)-AX)(V) (nach Definition der AX)
XEX*(G)
=(C 3 AX)(V) (wegen x(e) =1 fur alle )
XEX*(G)
also
> A =1d. 5)
XEX*(G)

® Man beachte, fur Charaktere o, 8, y und & gilt nur dann a(x)B(y) = y(x)* d(y) fur alle x, y € G, wenn
a=y und § = d ist (man setze y = e bzw. x = e).
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Wir setzen
V =A (V)
X X
Dann gilt
A% =1d(V)
=C > AX)(V) (nach (5))
XEX*(G)
C > AX(V)
XEX*(G)
= E VX
XEX*(G)
(@Y
also
> V =V,
XEX*(G)

Weiter gilt fur x EGund y € VX ,dh y= AX(V) fureinv € V:

Xy =0 3 w(x)ko)(y) (nach Definition der A‘P)
YEXHG)

= 3 WA )

YEXH(G)
= X(x)-AXAX(V) (nach (4))
= X(X)'AX(V) (nach (4))
=%(X)*y (nach Definition von y)
also
OX)(y) =xX)eyfurx EGundy € VX (6)

Nach (4) ist AX auf V " die identische Abbildung fur x=y und O sonst. Deshalb ist die

gefundene Summenzerlegung von V direkt,

) vV =V. (7
XEX*(G)
Weil V endlich-dimensional ist, ist die Anzahl der von O verschiedenen VX endlich. Wir

konnen also schreiben
V=V @..®&V mitV 0.
X Xy %
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Nach (6) operiert G auf VX durch Multiplikation mit dem Charakter % Wenn wir VX

i i
in beliebiger Weise in eine direkte Summe von 1-dimensionalen Vektorraumen zerlegen,
gilt die auch fur jeden der direkten Summanden.

Die rationale Darstelleung ¢ ist somit eine direkte Summen der 1-dimensionalen
Darstellungen, die mit den Charakterem Xy % multiplizieren. Dabei ist
dim V
i
gerade die Multiplizitat, mit welcher der Charakter X; vorkommt.

(iii) = (). Nach 2.3.7 gibt es eine natuirlichen Zahl n und einen Isomorphismus

h:G i H
mit einer abgeschlossenen Untergruppe H & GLn' Wir konnen h als einen injektiven
Homomorphismus algebraischer Gruppen
h: G — GL_=GL(V) mit V = k™

betrachten, d.h. als rationale Darstellung von G. Nach Voraussetzung (iii) ist h eine
direkte Summe von 1-dimensionalen Darstellungen, d.h. der G-Modul V ist direkte
Summe von 1-dimensionalen G-Moduln, sagen wir

V=V ®.@0V_ mitdim, V. =1 fur jedes i.
1 n k 1

Wegen dimk Vi = 1 opereriert G auf Vi durch einen Charakter von G, sagen wir

h(g)v = Xi(g)-v fur jedes g € G, % € X*(G).
Man beachte, mit h ist auch X! G— Grn ein Gruppen-Homomorphismus, denn fur
g,g’eEGundv E Vi gilt
x;(&'g)v  =h(g’gMW)

=h(g")(h(g")(V))
=h(g")(x,(g")*V)

= %(2")*h(g)(v)

=%, x,(g)ev.
Da dies fur jedes v € \A gilt, folgt xi(g’g”) = xi(g’)° Xi(g”) fur beliebige g’,g” € G.
Auflerdem ist % als Zusammensetzung

B Y

a
G><Vi —GxV—>V — Vi'

von reguldaren Abbildungen auch regular. Dabei ist o induziert durch die naturliche
Einbettung

V.SV,
B ist die Abbildung GXV — V, (g,v) » h(g)(v), und y ist die Projektion
V=V ®.®V — V.
1 n 1

der direkten Summe auf den i-ten direkten Summanden.
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Wir wihlen aus jedem Vi einen von Null verschiedenen Vektor
v, e Vi - {0}.
Die Vektoren Vi zusammen bilden eine Basis von V. Bezeichne o: k™ —» k™ den k-

linearen Automorphismus, der den i-ten Standard-Einheitsvektor ei von k™ in den

Vektor vy abbildet fur i = 1,..., n. Dann gilt fur jedes i
(0l h(@ro)e) =0 lehe)v)
—gl .
=0 (x(2)v)
- ol
=x;(8)e
Die Matrix O'I-h(g)-c hat also Diagonalgestalt fur jedes g € G. Die Zusammensetzung
von h mit dem inneren Automorphismus

a: GL : GL ., xp o'loxoo,
n n

hat in der abgeschlossenen Untergruppe Dn von GLn:

1

ach: G — H — o lsHo D < GL .
h a n n

Wir haben gezeigt, G ist isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von Dn’ d.h.

G ist diagonalisierbar.
QED.

3.2.4 Folgerung: Eigenschaften diagonalisierbarer Gruppen

Sei G eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe uber dem Korper k der
Charakteristik p. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1)  X*(QG) ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(i)  Der Koordinatenring k[G] ist isomorph zur Gruppen-Algebra von X*(G) uber k.
(i) Ist p >0, so besitzt X*(G) keine p-Torsion.

Beweis. Zu (i). Dies gilt auf Grund der Implikation (i) = (ii) des gerade bewiesenen

Satzes 3.2.3.
Zu (i1). Die Gruppen-Algebra einer Gruppe H uiber k ist definiert als der k-Vektorraum

A= Y kee(h)
heH
mit der Basis {e(h)}h oI welcher die Struktur einer k-Algebra besitzt mit einer iiber k

bilinearen Multiplikation, die auf den Basis-Elementen gerade mit der Multiplikation der
Gruppe H ubereinstimmt, d.h. mit der Multiplikation

AxXA—A( 3 ch,-e(h’), D dh,,-e(h”) =D ot dh,,-e(h’oh”).
h’eH h”eH h’,h”eH
Speziell fur H = X*(G) ist die Multiplikation in A gegeben durch

e(x)ee(x”) = e’ +xX)-
In diesem Fall ist die k-lineare Abbildung
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p:A= § kee(x) — k[G], e(x) » X
XEX*(G)
welche jedes Element der k-Vektorraumbasis {e()()}X EX*(G) von A in den

zugehorigen Charakter abbildet, ein k-Algebra-Homomorphismus, denn fur je zwei
Charaktere ’, x” € X*(G) gilt

ple(x)e(x™) = @e(x +x7)) = %% = ple(x’)¢(e(X”)),
denn die Summe '+ der beiden Charaktere in X*(G) ist definiert als das Produkt
%’y der regularen Funktionen aus k[G].

Auf Grund des gerade bewiesenen Satzes 3.2.3 bilden die Charaktere von G eine Basis
des k-Vektorraums k[G]. Die Abbildung ¢ bilden also eine k-Vektorraumbasis von A in
eine k-Vektorraumbasis von k[G], ist also ein k-linearer [somorphismus und damit ein
Isomorphismus von k-Algebren.

Zu (iii). Wir beachten zunéchst, daf3 k auBer 1 keine p-te Einheitswurzel besistzt, denn
aus xP = 1 folgt

0 =xP_1
=xP_1P
= (x—l)p (wegen p = Char(k))
also
0 = x-1, (weil k ein Korper ist)
alsox = 1.

Angenommen, X*(G) besitzt p-Torsion.
Sei jetzt x& X*(G) ein Charakter mit
p+x =0.
Wir haben zu zeigen, dann gilt x = 0, d.h.  ist der triviale Charakter.
Nach Voraussetung gilt

%(2)P =1 fur jedes g € G.
Weil 1 die einzige p-te Einheitswurzel von k ist und die Werten der Abbildung  in k
liegen, folgt
x(g) =1 fur jedes g € G,
d.h. x ist der triviale Charakter von G.
QED.

3.2.5 Die Gruppen-Algebra einer endlich erzeugten abelschen Gruppe

Sei M eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (und k wie immer ein algebraisch
abgeschlossener Korper). Die Gruppen-Algebra von M uber k ist der k-Vektorraum

k[M]:= ¥ kee(m)

meEM

mit der Vektorraum-Basis {e(m)}m M versehen mit der Uiber k bilinearen

Multiplikation
k[M]xk[M] — k[M] mit e(m’)+se(m”) := e(m’+m”) fiur m’, m” € M.

Man beachte, diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ, weil die Addition in M
es ist.
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Bemerkungen
(i) Fur je zwei endlich erzeugte abelsche Gruppen M’, M” besteht ein naturlicher
Isomorphismus von k-Algebren
KIM1®, KIM”’] — K[M’ @M}, e(m’)®@e(m”) k> e((m’;m”).
(i)  Fur jede endlich erzeugte abelsche Gruppe definieren wir k-lineare Abbildungen

A = Ay g KIM] — KMI®, k[M], e(m) 1 e(m)®e(m),

L=ty ¢ KIM] — k[M], e(m) > e(-m),

e=eyr kIM] — k, e(m) » 1.

Es sind sogar Homomorphismen von k-Algebren.

(iii)) Die k-Algebra-Homomorphismen von (ii) sind mit dem in (i) beschriebenen
Isomorphismus vertraglich.

Beweis. Zu (i). Die Abbildung

@:k[M’] x k[M”] — kK[M’®M”"],

( X cprem) 3 d . em’) Y ¢ ot »ee((m’,m™))
m,EM, m”EM” (m?,m”)EM, @M’?
ist wohldefiniert und bilinear tiber k. Sie faktorisiert sich deshalb eindeutig uber das
Tensorprodukt k[M’]®kk[M”], d.h. es gibt genau eine k-lineare Abbildung

: kM’]®, kK[M”] — k[M’®M”], e(m")®e(m”) > e((m’,m™))
fur welche das Diagramm

k[M’]*k[M’] i) k[M’®M”]

® /9
k[M’]@kk[M”]
kommutativ ist. Dabei bezeichne die linke vertikale Abbildung die natuirliche Abbildunge

auf das Tensorprodukt (a,b) » a®b. An der Abbildungsvorschrift liest man ab, daf3 ?ﬁ
ein Homomorphismus von k-Algebren ist: fur x’,y’ € M’ und x”,y"EM” gilt

P((x)®e(x7)+(e(y)®e(y”)) = §((e(x")e(y ) ®(e(x”)+e(y”)))

= @e(X’+y ) ®e(X"+y™))
=e((X’+y’ ,X"+y”))
=e((xX",x")+(y"y"))
=e((x*,x”))e((y’.y"))

= Pe(x)®e(x)+ Ple(y)®e(y™)
d.h. 35 ist ein k-linearer Ring-Homomorphismus, also ein k-Algebra-Homomor-

phismus. Die k-Vektorraumbasis der e(m’)®e(m”) von k[M’]®kk[M”] wird dabei in

die k-Vektorraumbasis der e((m’, m”)) von k[M’@M”] abgebildet, d.h. ?ﬁ ist ein k-

linearer Isomorphismus. Insbesondere ist rc\p/ bijektiv, also ein Isomorphismus von k-
Algebren.

Zu (ii) Fine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basiselemente eindeutig
festgelegt, wobei diese Bilder beliebig vorgegeben werden konnen. Die Abbildungen



16

A, vund e sind deshalb wohldefiniert und k-linear. Es ist noch ihre Multiplikativitit zu
beweisen. Weil die Abbildungen k-linear sind (und die Multiplikation von k[M] bilinear
uber k), reicht es zu zeigen, ein Produkt von Basiselementen wird in das Produkt von
deren Bildern uiberfiihrt.
Fiur m’, m” € M gilt
A(e(m’)se(m”)) = A(e(m’+m”)) (Definition der Muliplikation in k[M])
=e(m’+m”)®e(m’+m”) (Definition von A)
= (e(m’)+e(m”))®(e(m’)+e(m’)) (Definition der Muliplikation in k[M])
= (e(m’)®e(m’))*(e(m”)®e(m”)) (Definition der Muliplikation des Tensorprodukts)

= A(e(m’))*A(e(m™)) (Definition von A)

e(m’)se(m”)) = vle(m’+m”)) (Definition der Muliplikation in k[M])
=e(-(m’+m”)) (Definition von ()
=e((-m’)+(-m”))
=e(-m’)ee(-m”) (Definition der Muliplikation in k[M])
=ue(m’))*u(e(m”))  (Definition von v)

und

epple(m)ee(m™)) = e, (e(m’+m™))
=1
=11
=€) (e(m))ee, (e(m”)).

Zu (iii). A ist vertraglich mit dem Isomorphismus von (i), d.h. das Diagramm

a
k[M’]®kk[M”] — kIM’@M”]
AM’Q<>AM” lAM’®M”

(a®a)et
(k[M’]@kk[M’])®k(k[M”]®kk[M”]) — k[M’@M”]@kk[M’@M”]

ist kommutativ, wobei a den Isomorphismus von (i) bezeichnen soll und T den
Isomorphismus
T:(k[M’]®kk[M’])®k( k[M”]®kk[M”]) — (k[M’]®kk[M”])®k( k[M’]®kk[M”]),

welcher die beiden inneren Tensorfaktoren vertauscht.
Weil alle beteiligten Abbildungen k-linear sind, reicht es, die Kommutativitat fur die

Basis-Elemente von k[M’]®kk[M”] zu uberprufen. Fur mEM’ und m”EM” gilt

(AM, @M,,Oa)(e(m’)®e(m”)) = AM’ @M,,(e((m’,m”)) (Definition von o)
=e((m’,m”)® e((m’,m”) (Definiton von AM’ @M”)
= ae(m’)®e(m”))Xo(e(m’)Pe(m’)) (Definition von o)

= (a®a)(e(m’)®e(m”)Pe(m’)Pe(m”))
= ((a®a)°t) (e(m’)®e(m’)®e(m”’)®e(m”)) (Definition von t)
= ((a®a)°t) (AM,(e(m’))®AM,,(e(m”)) (Definition von A, ., und A

M’ M”)
= ((a®a)°t°(AM,®A (e(m”)® e(m”))

)
Da dies fur alle m&M’ und alle m”EM?” gilt, ist das Diagramm kommutativ.

v ist vertraglich mit dem Isomorphismus von (1), d.h. das Diagramm
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KIM']® KM 2 MreM?]

J’LM’®LM” LM’@M” l
o
k[M’]®kk[M”] — k[M"®&M”]
ist kommutativ. Weil alle beteiligten Abbildungen k-linear sind, reicht es, die

Kommutativitat fur die Basis-Elemente von k[M’]®kk[M”] zu uberprifen. Fur m"eM’

und m”EM” gilt

(OLO(LM,®LM,,))(e(m’)®e(m”)) = o(e(-m’)®e(-m”)) (Definition von W und LM,,)
=e((-m’,-m”)) (Definition von o)
=e(-(m’,m”))
= LM, @M,,(e((m ,m”)) (Definition von LM, (—DM”)
=W @M,,(oc(e((m’)@e(m”)) (Definition von o)

d.h. auch das zweite Diagramm ist kommutativ.
e ist vertraglich mit dem Isomorphismus von (i), d.h. das Diagramm

KIM'I®, KIM”] & koM

CM,®CM,, leM,G_)Ma’
k® kk = k
ist kommutativ, wenn wir k mit k®kk identifzieren vermittels der Abbildung

k®kk —> k, c®d 1 ced.
Weil alle beteiligten Abbildungen k-linear sind, reicht es, die Kommutativitit fur die

Basis-Elemente von k[M’]®kk[M”] zu uberpritfen. Fuir mEM’ und m”EM” gilt

(a(e(m’)®e(m™))) =e (e((m’,m”)) (Definition von o)

eM’ @M” M’@M” ‘ -
=1 (Definition von e\p (—BM”)
=1®1 (wir identifizieren k®kk mit k)

= eM,(e(m’))®eM,,(e(m”)) (Definition von e\ und eM,,)
= (e p @2y p)(e(m’) e(m)

Also ist auch das dritte Diagramm kommutativ.
QED.

3.2.6 Proposition: Rekonstruktion der diagonlisierbaren Gruppen aus
deren Charaktergruppe
Seien p die Charakteristik des (algebraisch abgeschlossenen) Korpers k und M eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe ohne p-Torsion, falls p # 0 ist. Dann gelten die
folgenden Aussagen.
(1)  k[M] ist eine endlich erzeugte und reduzierte k-Algebra. Es gibt eine
diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe G(M) mit
k[SM)] =k[M],
wobei die Komultiplikation, der Antipode und die Auswertung im neutralen
Element gerade die in 3.2.5 (ii) beschriebenen Abbildungen
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A=A =1, , bzw.e=¢

M T M M
sind.
(i) Es gibt einen natuirlichen Isomorphismus abelscher Gruppen

M —5 X*(G(M)), m 15 (x + e(m)(x)
(iii)) Fur jede diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe besteht eine natuirliche

Isomorphie §(X*(G)) = G von algebraischen Gruppen.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. Reduktion auf den Fall M zyklisch.
Als endlich erzeugte abelsche Gruppe ist M eine endliche direkte Summe von zyklischen
Gruppen. Es reicht also zu zeigen, Aussage (1) gilt fur

M — M’@M”,

falls sie fur M’ und M” gilt.
Sei also

k[M’] =k[SM")] mit k[S(M”)]
mit diagonalisierbaren Gruppen

§:=5(M’) und §” := G(M"),

deren Komulitplikationen, Antipoden und Auswertungen im neutralen Element die
beschriebene Gestalt haben.
Dann ist

G = gxg”
eine diagonalisierbare Gruppe mit dem Koordinatenring
k[5] = k[SM)]®, K[SM™)] = kIM']®, kK[M”] = kK[M’&M"].

Nach 3.2.5 (iii) hat mit §” und §” auch G eine Komultiplikation, einen Antipoden und
eine Auswertung im neutralen Element der behaupteten Gestalt.

2. Schritt. Der Fall M = Z. einer unendlichen zyklischen Gruppe.
Es gilt

K[M] = K[Z] "= K[x, x 1] (C k(x))

mit einer Unbestimmten X, d.h. §(M) ist bis auf Isomorphie gerade die multiplikative
Gruppe

SM=G
(vgl. 2.1.4 Beispiel 2). Man beachte, die Komultiplikation, der Antipode und die
Auswertung im neutralen Element von Gm haben die behauptete Gestalt.

4. Schritt. Der Fall M = Z/nZ einer endlichen zyklischen Gruppe.

Weil M im Fall p # 0 keine p-Torsion haben soll, ist n in diesem Fall teilerfremd zu p.
Sei

§={E€EG_IE'=1}={Eck*I E"=1}
die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Als endliche Teilmenge von Gm ist§
abgeschlossen, also eine abgeschlossene Untergruppe von Gm (und damit

diagonalisierbar).
Weil n im Fall p # 0 teilerfremd zu p ist, hat das Polynom
n
x -1

kein mehrfachen Nullstellen, d.h. es ist

xM-1=(x- al)-...-(x - (xn) mit o ,..., o € k paarweise verschieden.

=
Die Faktoren x - o sind also paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesichen Restesatz

ist

" Z. ist isomorph zur multiplikativen Gruppe der Potenzen einer Unbestimmten mit ganzzahligen
Exponenten.
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k[x]J/(x™-1) = k[x]/(x- )X xkx)(x -0 ) =kx . xk.

Die Multiplikation rechts ist dabei koordinatenweise definiert. Deshalb ist der Ring
reduziert, und damit der Koordinatenring von G,

K[S] = KIX//(x™1) = ke1 + keat + ... + keat™ L. (1)
Dabei sei a := x|, die Einschrankung des Charakters x: Grn — k¥, t » t. Als

S
Einschrankung eines Charakters von Gm ist o ein Charakter von G. Die Potenzen von
a sind ebenfalls Charaktere von G. Mit (1) gilt

X#(8) = {1, at, ..., a1},
denn jeder Charakter von G liegt in k[G] und nach dem Satz von Artin sind verschiedene

Charaktere linear unabhangig. Insbesonder ist X*(§) ist eine zyklische Gruppe der
Ordnung n,

X9 =M,
und der Koordinatenring von G ist isomorph zur Gruppen-Algebra von M,
k[S] =k[X*(9)] = k[M].
Weil die naturliche Einbettung von §(M) in Gm ein Homomorphismus von linearen

algebraischen Gruppen ist, bilden die Komultiplikationen, der Antipode und die
Auswertungen im neutralen Element von §(M) und Gm kommutative Vierecke.
1, A -1 -1 S -1 1, ¢
k[XaX ] — k[X’X ]®k[X’X ] k[X,X ] e k[X,X ] k[X,X ] —_— k
o Lo®p pd o "
AM M ‘M K
kM] —  k[MI®K[M] kKM] — kM kKIMI —
Dabei sei p: k[Gm] —» k[G(M)] die Einschrankung auf die abgeschlossene

Untergruppe. Auf Grund dieser kommutativen Vierecke haben Komultiplikation,
Antipode und Auswertung im neutralen Element fur G(M) die behauptete Gestalt (weil
sie diese Gestalt fur Gm auf Grund des dritten Schritts haben). Genauer, es gilt

AM(p(X)n) = AM(p(Xn)) (p ist Algebra-Homomorphismus)

= (p®p)(A(xn)) (Kommutativitit des ersten Diagramms)
= (p®p)x"®x™)  (Definition von A)

= p(xH®p(x")

= p(x)n®p(x)rl (p ist Algebra -Homomorphismus)
LM(p(X)n) = LM(p(Xn)) (p ist Algebra -Homomorphismus)

= p(L(xn)) (Kommutativitat des zweiten Diagramms)

=p(x™M (Definition von v)

=px)™ (p ist Algebra -Homomorphismus)
eM(p(X)n) = eM(p(Xn)) (p ist Algebra -Homomorphismus)

= p(e(xn)) (Kommutativitat des dritten Diagramms)

=p(1) (Definition von e)

=1 (p ist Algebra -Homomorphismus)



20

Zu (ii). Wegen k[G(M)] = k[M] ist fur jedes mEM das Elemente e(m)Ek[M] eine
regulare Funktion
e(m): M) — k.
Fur x,y € G(M) ist
e(m)(xey) = (e(m)°n)(X,y) (u sei die Multiplikation von G(M))
= wH(e(m)(x,y)
= AM(e(m))(x,y) (AM ist die Komultiplikation)
= (e(m)®e(m))(x,y) (Definition der Komultiplikation AM)

= e(m)(x)-e(m)(y),
d.h. e(m) ist ein Charakter von (M) und die Abbildung

:M — X*(G(M)), m b (X b e(m)(x))
ist korrekt definiert. Fur m’, m” € M und x€G(M) gilt
e(m’+m”)(x) =e(m’+m”)(x) (Definition von )
=(e(m’)se(m”))(x)  (Definition der Multiplikation in k[M])
=e(m’)(X)*e(m”)(x) (Definition der Multiplikation in k[G(M)])
= @(m’)(x)*p(m”)(x) (Definition von )
= (p(m’)+e(m”))(x). (Definition der Addition in X*(G(M)))
Da dies fur beliebige x€5(M) gilt, folgt
@(m’+m”) = @(m’)+e(m”),
d.h. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus. Da die e(m) mit mEM eine k-

Vektorraumbasis von k[G(M)] = k[M] bilden und die Charaktere von G(M) in k[G(M)]
liegen und k-linear unabhangig sind, ist jeder Charakter von G(M) von der Gestalt e(m),

d.h. @ ist surjektiv.
Wir haben noch zu zeigen, ¢ ist injektiv. Dazu reicht es zu zeigen, daf} die
Zusammensetzung von ¢ mit der naturlichen Einbettung
X*(SM)) & k[SM)] =k[M]
der Charaktergruppe in den Koordinatenring injektiv ist. Diese Zusammensetzung
M — k[M], m » e(m),

bildet M bijektiv auf eine k-Vektorraumbasis von k[M] ab, ist also insbesondere
injektiv.

Zu (iii). Nach 3.2.3 (ii) sind die (rationalen) Charaktere von G Elemente des
Koordinatenrings von G. Die naturliche Einbettung

M = X*(G) S k[G], x b X 3)

der Charaktergruppe von G in den Koordinatenring von G 146t sich deshalb zu einer k-
linearen Abbildung

k[M] — KI[G], e(x) & %,
auf die Gruppen-Algebra von M fortsetzen. Diese Abbildung uiberfuhrt eine k-Vektor-
raumbasis (namlich die Erzeuger e(y) der Gruppen-Algebra von M) in eine k-Vektor-
raumbasis des Koordinatenrings von G, und ist deshalb bijektiv. Die Addition der

Elemente von M := X*(G) entspricht der Multiplikation der Charaktere als Elemente
von k[G]. Deshalb ist diese Abbildung ein k-Algebra-Isomorphismus.
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Nach (i) steht links gerade der Koordinatenring der linearen algebraischen Gruppe
G(M). Der Isomorphimus des Koordinatenrings dieser Gruppe mit dem
Koordinatenring der Gruppe G induziert einen Isomorphismus affiner algebraischer
Varietaten
P:G — (M),
welche lineare algebraische Gruppen sind. Wir haben noch zu zeigen,
Y ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Nach Konstruktion erhalten wir, wenn wir zu den Koordinatenringen utbergehen und
die induzierte Abbildung auf die Charaktergruppe von G(M) einschranken, einen
Gruppen-Homomorphismus (ndmlich nach (ii) gerade die naturliche Einbeittung (3)),
d.h. es gilt

p*M) C X*(0),
und die Abbildung
P*EM — XH(G), x B %V,
ist ein Gruppen-Homomorphismus. Insbesondere ist
x°y: G — k* ein Gruppen-Homomorphismus 4)

fur jeden Charakter x: G(M) — k*.

Die Gruppen G und §(M) sind beide diagonaliserbar. Wir konnen uns beide Gruppen
als abgeschlossene Untergruppen geeigneter allgemeiner linearer Gruppen vorstellen,
die aus Diagonalmatrizen bestehen.

Die Abbildung 1 iberfuhrt deshalb gewisse Diagonalmatrizen, sagen wir
a= diag(al,...,an) und b = diag(bl,...,bl)

in Diagonalmatrizen, sagen wir
(@) = diag(y (@),...p (2)) und Y(b) = diag(p (b),....1 (b).
Bezeichne
%t SX*(G)) — k*

den Charater, der jede Matrix von §(X*(G)) auf den i-ten Eintrag auf der
Hauptdiagonalen abbildet. Dann gilt

X0 (@) =, (@), (b)) =, (b)

und
XW(@b) = (x*p)(ab)
= (Xi°1P)(a)°(Xi°1P(b)) (nach (4))
= lpi (a)e lpi (b). (Definition von Xi)

Da dies fur jedes i gilt, ist \(ab) die Diagonalmatrix
ab) = diagp @)+ W () ¥ (@) (b))

= diag(y (a),....p (a))+ diag(yp , (b),....p (b))

= (@) y(b).
Wir haben gezeigt, da3 1 ein Gruppen-Homomorphismus ist.

QED.
Aus dem obigen Beweis ergeben sich die folgenden
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Bemerkungen
(i)  Eine regulare Abbildung
,lp: G, N G”
von diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppen G’ und G” ist genau dann
ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen, wenn die beiden

folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. Die induzierte Abbildung der Koordinatenringe

Pp*: k[G”] — k[G’]
bildet die Charaktergruppen ineinander ab,
PH(X*(G”) & X*(G’)
2.  Die auf den Charaktergruppen induzierte Abbildung,
P*: XH(G”) — XH5(G),
ist ein Gruppen-Homomorphismus.

(1)  Fur beliebige endlich erzeugte abelsche Gruppen M, M’, M” (ohne p-Torsion,
falls die Charakteristik p des Grundkorpers k ungleich Null ist) gilt

(@) SIMOM”) = G(M’) x GM”)
(Isomorphie von linearen algebraischen Gruppen).
) S@)=G_

(Isomorphie von linearen algebraischen Gruppen).
(¢) S(Z/nZ) ist als lineare algebraische Gruppe isomorph zur Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln. Dabei sei n teilerfremd zu p, falls p # 0 ist.
(d) #G(M)=#M falls M endlkich ist.

Beweis von (ii)(d). Nach (ii)(c) haben Z/nZ und G(Z/nZ) dieselbe Ordnung n, d.h.
Aussage (d) gilt trivialerweise. Im allgemeinen Fall ist M direkte Summe endlicher
zyklischer Gruppen, sagen wir

M= (Z/an)@...(-D(Z/an)

Fur die Ordnungen erhalten wir damit
#M= #(Z/an)-...- (Z/an) =0y ceen

und
#9M) = #(9(Z/n1Z)X...X9(Z/an))

# S(Z/nIZ)-...- # 9(Z/an)

=n,e...on
1 r

d.h. auch im allgemeinen Fall sind die Ordnungen gleich.
QED.

3.2.7 Folgerung: Charakterisierung der Tori

Sei G eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe uiber dem (algebraisch

abgeschlossenen) Korper k der Charakteristik p. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) G st das Produkt eines Torus mit einer endlichen abelschen Gruppe, deren
Ordnung teilerfremd zu p ist im Fall p # 0.

(i) G ist genau dann ein Torus, wenn G zusammenbédngend ist.

(iii) G ist genau dann ein Torus, wenn die Charaktergruppe X*(G) eine freie®
abelsche Gruppe ist.

Beweis. Zu (i). Nach 3.2.6 (iii) hat G bis auf [somorphie die Gestalt

G=5M)

8 d.h. die Gruppe ist torsionsfrei, d.h. in der Zerlegung in eine direkte Summe zyklischer Gruppen
kommt kein direkter Summand von endlicher Ordnung vor, d.h. die Gruppe ist eine direkte Summe von
endlich vielen Exemplaren von Z.
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mit einer endlich erzeugten abelschen Gruppe M ohne p-Torsion, falls p # 0 ist. Die
Gruppe M ist direktes Produkt von zyklischen Gruppen, d.h.
M=Z"®&M’
mit einer endlichen abelschen Gruppe M’ ohne p-Torsion.Nach Bemerkung 3.2.6 (ii)(a)
folgt
G = GZMHxGM’).

Es reicht zu zeigen, dies ist eine Faktorzerlegung der behaupteten Gestalt.
Nach den Bemerkungen 3.2.6 (a) und (b) ist der erste Faktor

S(Z" =G(Z)* ... x$(Z) (n-mal)

=G x.xG (n-mal)
m m

=D
n
ein Torus.

Weil M’ endlich ist, ist nach Bemerkung 3.2.6(ii) (d) auch G(M’) endlich und besitzt im
Fall p # 0 keine p-Torsion, also eine zu p teilerfremde Ordnung.

Zu (i1). Wenn die Gruppe G’ im obigen Beweis die Ordnung m hat, so ist
G= Dn x G’
disjunkte Vereinigung der m abgeschlossenenen Teilmengen
Dn x {x} mitxEG’.

Als Varitiat G genau dann zusammenhdngend, wenn deren Anzahl gleich 1 ist, d.h.
wenn G’ die triviale Gruppe und

G=D
n

ein Torus ist.
Zu (ii1). Ist X*(G) eine freie abelsche Gruppe, d.h.

X*(G) = 7",
SO ist
G = 3(X*G)) (nach 3.2.6 (iii))
= §(Z")
= Dn (nach dem Beweis von (1))

ein Torus (nach der Definition in 3.2 1). Ist umgekehrt G ein Torus, d.h.
G=D,
n

so ist X*(G) = X*(Dn) = 7" (nach Beispiel 3.2.2).
QED.

3.2.8 Proposition (Starrheit der diagonalisierbaren Gruppen)

Seien
G und H
diagonalisierbare lineare algebraische Gruppen und
A%
eine zusammenhangende affine algebraische Varietat. Weiter sei eine regulare Familie
von Homomorphismen algebraischer Gruppen

q)t: G—HteV,
gegeben, d.h. ein Morphismus von algebraischen Varietiten

$:VXG — H, (t, X) » ¢(t,x),
fur welchen die Einschrankungen

(bt: G = {t}xG — H, x » ¢(t,x),
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mit t € V Gruppen-Homomorphismen sind. Dann hingt ¢t (x) = ¢(t,x) nicht von t ab.

Beweis. Sei
Y € X*H) C k[H]
ein Charakter von H (vgl. 3.2.3 (i)). Dann ist

woir VG s Y k

eine reguldre Funktion auf Vx G,
Yo E kK[VXG] = k[V]@kk[G].
Weil die Charaktere von G eine k-Vektorraumbasis von k[G] bilden,

k[Gl= 3 k= @ ke
¥EXH(G)  xEX*(G)
(nach 3.2.3 (1)), bilden die Elemente 1®y ein linear unabhiangiges Erzeugendensystem
von k[V]®kk[G] uber k[ V],

kK[VI®, kIGl= F k[VI-(1®x) = @ k[V]-(1®y)
YEXH(G) XEX*(G)
(weil das Tensorprodukt mit direkten Summen kommutiert). Damit gibt es eindeutig
bestimmte f € k[V] mit
- [V]

9

oy = f
Yoo > X,w®x,
XEX*(G)
d.h. mit

YP(Pp(t,x)) = > fX w(t).X(X) fur beliebige t € V und beliebige xEG.
XEX*(G)

Fur jedes fest gewihlte t € V steht auf der linken Seite ein Charakter von G. Weil die

Charaktere von G eine k-Vektorraumbasis von k[G] bilden, ist von den Koeffizienten
f (t) genau einer gleich 1 und alle anderen gleich O (fur jedes feste t). Insbesondere

XW
liegt das Bild der regularen Abbildung

f :V—k
XY

fur jedes  und jedes vy in der Menge {0,1}. Weil V zusammenhangend ist, muf3 auch
das Bild bei f  zusammenhéngend sein, d.h. die Funktionen sind konstant. Damit ist

b

genau ein fX v konstant gleich 1 und alle ibrigen fX " sind konstant gleich O: fur ein

%o € X*(G) gilt
P(P(t,x)) = XO(X) fur jedes t€V und jedes x€G
(und jedes YyEX*(H)). Dabei kann X0 natuirlich von der Wahl des Charakters

abhangen. Ersetzt man 1 durch eine k-Linearkombination von Charakteren von H, so
steht auf der rechten Seite die zugehorige k-Linearkombination von solchen Charakteren

% Von G. Unter diesen Linearkombinationen der v sind auch die
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Koordinatenfunktionen der Einbettung der algebraischen Varietat H in einen k™. Die
Zusammensetzungen von ¢ mit diesen Koordinatenfunktionen sind gerade die
Koordinatenfunktionen der Abbildung ¢. Diese sind also von t unabhéngig. Damit ist

auch ¢ von t unabhéngig.
QED.

3.2.9 Zentralisator und Normalisator einer abgeschlossenen Untergruppe

3.2.9.1 Definition
Seien G eine lineare algebraische Gruppe und H C G eine abgeschlossene
Untergruppe. Dann hei3en
ZG(H) ={xeqGlxyx
Zentralisator von H in G und
NG(H) = {x €G] xHxl=H)

Normalisator von H in G.
Bemerkungen
6)) Z G(H) und N G(H) sind abgeschlossene Untergruppen von G.

12 y fur jedes yEH }

(i1) Z G(H) ist ein Normalteiler von N G(H).
Beweis. Zu (i). ZG(H) ist Untergruppe von G.
1

Wegen eye ™ =y liegt das neutrale Element e in Z G(H).

Mitx’, x" €Z G(H) gilt

(X’X”).y.(x’x”)_l - X’.(X”.y.x’,_l).x,_l
=X’eye x"1 (wegen x’€ ZG(H))
=y (wegen x’€ ZG(H))

also gilt x'x” € Z (H).

Mit x € ZG(H) gilt ny'1 =y,alsoy = x‘ly(x'l)_l, also X_IE ZG(H).
N G(H) ist Untergruppe von G.
1

Wegen eHe ™ = H liegt das neutrale Element e in N G(H).

Mit x’, x” €N G(H) gilt

(X’X”).H.(X’X”)_l - X’.(X”.H.X”_l).x’_l
= x"eHe x7! (wegen x"E N(H))
=H (wegen X’ € NG(H))

also gilt x’x” € N (H).

Mit x € N (H) gilt xHx! = H, also H = x THx 1)L also x71e H(H).
Z G(H) ist abgeschlossen in G.

Fur x € G bezeichen mit mit o, die regulare Abbildung
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o G—Gyp ny_l.
Dann gilt nach Definition
Z (H)={xEGII| xyx"! =y fur jedes yEH }
={xeGlx= yxy'1 fur jedes yEH }
={xeiGlx= Oy(x) fur jedes yEH }
= myEH {xeG | Oy(X) =Id(x) }
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, da3 fur jedes yEH die Menge
{xeG | oy(x) = Id(x) } = Urbild der Diagonalen A GQGXG bei (0y,Id):G—>GXG

abgeschlossen ist in G. Als affine Varietit ist G separiert. Deshalb ist die Diagonale
AG:: {(x,x) | x € G}C.GxG

abgeschlossen in GXG. Dann ist aber auch das Uribild von A
Abildung

G bei der regularen

((5y,Id):G—>GXG, X B (Oy(x), X)
abgeschlossen (vgl. auch Beispiel 1.6.6).

Alternativer Beweis. Sei XX € k[G] ein Erzeugendensystem der k-Algebra k[G].

Zwei Punkte p,q € G sind genau dann gleich, wenn gilt
xi(p) = Xi(q) furi=1,.,n

(weil diese dann dieselben Koordinaten haben). Damit gilt
Z (H)={pEGII| qpq ! = p fur jedes q€H }

={peGCGI xi(qpq'l) = xi(p) fur jedesq € Hund furi=1,...,n}
={peqGI (xiooq)(p) = Xi(p) fur jedes q € H und fur i=1,...,n}
* *
= V(Gq(xl)-x1 yeues Gq(xn)-xn),
Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von G.

N G(H) ist abgeschlossen in G.

Als abgeschlossene Teilmenge hat H die Gestalt
H = V(fl,...,fm) mit fi € k[G].
Damit gilt
N (H) —{(xEGIxHx=H}
={XEGIXHX'1 gHundx'legH}
={xEGI xhx 1 C Hund xIhx C H fur jedes h € H}
—{xEGI fi(xhx'l) =0 und fi(x'lhx) = 0 firr jedes h € H}

Seien w: GxXG — G die Multiplikation von G und i: G—G der Ubergang zum
Inversen. Dann gilt

th'1 = u(x, hx'l)
= wx,u(x, i(h)))
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= (ue(Idxp)e(Idx Idxi))(x,h,x)

= (ne(Idxu)o(Idx Idxi)e(IdxT))(x,x,h)

= (uo(Idxw)e(Idx Idxi)e(Idxt)e(AXId))(x,h)

= @(x,h)
mit einer regularen Abbildung ¢. Dabei bezeichne

1:.GxXG — GX@G, (u,v) B (V,u),
die reguldre Abbildung,welche die Koordinaten vertauscht und
A: G— GXG, x b (X,X),

die Diagonaleinbettung. Analog erhalt man

x'lhx =Y (x,h)
mit ener regularen Abbildung 1. Mit diesen Bezeichnungen gilt
Ng® = V(@*(E)(h), p*(E)(h) Th € H i = 1,...m).

Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von G.
Zu (i1). Fur jedes g € NG(H) gilt
gZG(H)g'1 = {gxg'1 I x € Gund xyx'1 =y fur jedes yEH }
= {xIx €Gund (¢ xg)y(g Ixg) ! = y firr jedes yEH }

={xIx&€Gund g'lxgyg'1 1
1,.-1

e
=gyg
=y fur jedes yEgHg'1 }

g =y fur jedes yEH }

={x1x € Gund xgyg" ! fur jedes yEH }

={x|x€Gundxyx'1

Wegen g € NG(H) gilt gHg'1 =H, also

gZG(H)g'1 ={x1x€ Gund xyx'1 =y fur jedes yEH } = ZG(H).
QED.

3.2.9.2 Folgerung

Seien G eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe und H C G eine

abgeschlossene Untergruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1) Z G(H) und N G(H) haben dieselbe Komponenten der Eins,

z " =N, @’
(i) N G(H)/Z G(H) ist endlich.
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die Abbildung
VxH — H, (t, X)) » txt'l,
mitV=N G(H)O. Als abgeschlossene Untergruppe einer diagonaliserbaren Gruppe ist

H diagonalisierbar (vgl. die Definition in 3.2.1). Wir konnen deshalb 3.2.8 auf diese
Abbildung anwenden, und sehen, daf} die Abbildung nicht von t abhangt, d.h. es gilt

txt'] = exe’l = x fur jedestEN G(H)O und jedes x € H. Mit anderen Worten, es gilt
0
NoH' CZ (H),
also
0 0
NG(H) C ZG(H) .
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Wegen
0
z 10" S Z (H) SN H

liegt Z G(H)0 auch in der Zusammenhangskomponente der Eins von N G(H), d.h.
. 0_
zusammen gilt N G(H) =7 G(H).

Zu (ii). N G(H)/Z G(H) ist eine Faktorgruppe der Gruppe
0
NG(H)/ZG(H) ,

welche nach (i) gleich
0
NG(H)/NG(H) .

Es reicht zu zeigen, letztere Gruppe ist endlich. Das ist aber der Fall nach 2.2.1(i).
QED.

3.2.10 Aufgaben

Sei G eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe uiber k mit der
Charaktergruppe

X = X*(G).
Bezeichne

P
die Charakteristik des Grundkorpers k.

3.2.10 Aufgabe 1: Eine Anti-Aquivalenz von Kategorien

Beschreiben Sie Kategorien, deren Objekte die diagonalisierbaren linearen algebraischen
Gruppe uber k sind bzw. die endlich erzeugten abelschen Gruppen ohne p-Torsion.
Geben sie eine Anti-Aquivalenz zwischen diesen Kategorien an.
Konstruktion der Anti-Aquivalenz.
Sei

Ab’
die Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen ohne p-Torsion, deren
Morphismen die Gruppen-Homomorphismen sind. Auf der anderen Seite sei

Diag
die Kategorie der diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppen, deren
Morphismen die Homomorphismen algebraischer Gruppen seien. Fur jedes Objekt G
der Kategorie Diag ist die Charaktergruppe X*(G) ein Objekt der Kategorie Ab’ (nach
3.2.4),

G € IDiagl = X*(G) € |IAb’l.
Fur jeden Homomorphismus h:G—G’ diagonalisierbarer Gruppen und jeden

Charakter x:G’ — Gm ist die Zusammensetzung

h
X400 =G0 = 1oh: G — G L5 G
ein Homomomorphismus von algebraischen Gruppen, also ein Charakter von G. Fur je
zwei Charaktere ’, ¥: G’ — Gm gilt fury =%’, %’ und x € G auBlerdem

h*0(x)  =x(h(x))
= (" +x")(h(x)) (Definition von )
=% (h(x))*x”(h(x)) (Definition der Summe von Charakteren)
=h*(")(x)*h*(%”)(x) (Definition von h*)
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= (h*(")+h* (%)) (x) (Definition der Summe von Charakteren)
Da dies fur alle x € G gilt, folgt
h* (¢’ +x”) = h*(x)+h*(x7),
d.h. X*(h) = h* ist ein Gruppen-Homomorphismus X*(G*) — X*(G).

’ k) % ’ k)
he HomDiag(G’ G’) = X*h) € HomAb,(X (G, X*(G)).

Tatsachlich ist auf diese Weise ein kontravarianter Funktor
X*: Diag — Ab’

b

definiert, denn fur je zwei Homomorphismen G i) G’ — G” diagonalisierbarer
Gruppen und jeden Charakter x: G” — G gilt
X*(heh')(y) = yeheh’
= X*(h")(x°h)
= X*(h")(X*(h) (%))

= (X*(h")eX*(h))(0),

also

X*(heh’) = X*(h’)oX*(h).

2 / « - . .
(und trivialerweise X*(Id G) = IdX>i< ( G))' Wir haben zu zeigen, der Funktor

X*: DiagPP — Ab’

des Duals von Diag mit Werten in Ab’ ist eine Aquivalenz von Kategorien. Dazu reicht
es, die folgenden beiden Aussagen zu beweisen.
(a) Fur je zwei diagonalisierbare Gruppen G’, G”, ist die Abbildung

) E2) * 99 * . ° . .
HomDiag G,G") — HomAb,(X (G”), X*(G’)), h » (x » x°h), bijektiv.

(b) Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe M € |Ab’l ohne p-Torsion ist isomorph zu

einer abelschen Gruppe der Gestalt X*(G) mit G € |Diagl|.

(siehe zum Beispiel Bucur & Deleanu [1], Kapitel I,§6, Proposition 1.19). Aussage (b)
ergibt sich direkt aus 3.2.6 (ii).

Injektivitit der Abbildung von (a). Direkt aus der Definition der Abbildung liest man ab,
daf es sich um einen Gruppen-Homomorphismus handelt. Es reicht also zu zeigen, daf3
der Kern dieser Abbildung trivial ist. Sei also

h:G — G”

ein Element aus dem Kern der Abbildung von (a). Dann ist

h*: X*(G”) — X*(G’), % » X°h,
die Null-Abbildung, d.h. x°h ist fur jedes ¥ € X*(G”) der triviale Charakter,

x°h(x) = 1 fur jedes x € G’ und jedes x € X*(G”).

Da jedes Element von k[G”] eine k-Linearkombination von Elementen aus X*(G”) ist
(nach 3.2.3 (i1)), ist fur jedes f € k[G”’] die Abbildung

feh: G — G” — k, x b f(h(x)),
eine konstante Abbildung (als k-Linearkombination von konstanten Abbildungen), d.h.
f(h(x)) hangt nicht von x ab. Weil unter den f € k[G”’] insbesondere die

Koordinatenfunktionen auf G” sind, hangt h(x) nicht von x € G’ ab. Weil h ein

Gruppen-Homomorphismus ist, besteht
Im(h)
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nur aus dem neutralen Element von G. Wir haben gezeigt, der Kern der Abbildung von
(a) ist trivial.
Surjektivitit der Abbildung von (b). Jeder Gruppen-Homomorphismus
h: X*(G”) — X*(G”)
der Charaktergruppen induziert einen k-Algebra-Homomorphismus
h: kK[X*(G”)] — k[X*(G”)]
der zugehorigen Gruppen-Algebren, den wir ebenfalls mit h bezeichnen wollen (seine

Einschrankung auf die Charaktergruppe von G” ist das urspriingliche h). Dieser 146t
sich interpretieren als k-Algebra-Homomorphismus

h: kK[S(X*(G”)] — K[SX*(G7))]
von Koordinatenringen diagonalisierbarer Gruppen (nach 3.2.6 (i)). Die Gruppen
S5(X*(G™)) und §(X*(G"))
sind nach 3.2.6 (iii) isomorph zu G” bzw. G’. Die Identifikation der Gruppen-Algebren
mit den Koordinatenringen 148 sich deshalb so wihlen, daf der k-Algebra-
Homomorphismus h die Gestalt

h: k[G”] — k[G’]
bekommt. Dann kommt h von einer regularen Abbildung
cp: Ga N G”,
d.h. es ist @* = h, d.h.

h(x) = 9*(0) = x°o.
Nach der Bemerkung von 3.2.6 ist ¢ ein Homomorphismus von linearen algebraischen

Gruppen. sDer vorgegebene Gruppen-Homorphismus h liegt also im Bild der
Abbildung von (a).
QED.

3.2.10 Aufgabe 2: Eine problematische Aufgabe

Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von diagonalisierbaren linearen algebraischen
Gruppen und bezeichne

¢*: X*(H) — X*(G)
die induzierte Abbildung der Charaktergruppen. Beweisen sie die folgenden
Implikationen.

(1) ¢ istinjektiv = ¢* ist surjektiv.

(i1) ¢ ist surjektiv => ¢* ist injektiv.

Bemerkungen

(1)  Zur Implikation von Aussage (i) in der angegebenen Formulierung kann man ein
Gegenbeispiel angeben. Die Implikation besteht jedoch, wenn eine zusatzliche
Bedingung erfullt ist oder wenn man die Formulierung durch deren kategoriale
Variante ersetzt.

(1) Das Gegenbeispiel. Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k positiv, so ist der
Homomorphismus von diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppen

:G _=k* —k*=G Jt tP,
m m

injektiv. Die induzierte Abbildung auf den Charaktergruppen hat bis auf
Isomorphie (in additiver Schreibweise) die Gestalt

©*: Z — Z,n  pen,
ist also nicht surjektiv.
(iii) Die kategoriale Variante. Wir verwenden die in der Konstruktion zu 3.2.10
Aufgabe 1 eingefuhrten Bezeichnungen
Diag
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fur die Kategorie der diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppen und
Homomorphismen algebraischer Gruppen und

Ab’
fur die Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen ohne p-Torsion. Dann
bestehen die folgenden beiden Implikationen.

¢ ist ein Monomorphismus von Diag = ¢* ist ein Epimorphismus von Ab’.
¢ ist ein Epimorphismus von Diag = ¢* ist ein Monomorphismus von Ab’.
Beide Implikationen sind eine Konsequenz der in 3.2.10 Aufgabe 1 konstruierten

Anti-Aquivalenz (sieche zum Beispiel Schubert [1], Band II, Kapitel 16, Abschnitt
16.2, Theorem 16.2.4, Aussage (b) und die Erklarung der Bedeutung der Worter

“respektieren” in 1.2.3, 2.1.1,7.4.5 und “entdecken” in 7.7.6 und 7.7.9).
(iv) Die Implikation von Aussage (i) besteht unter der Zusatzbedingung, da3 ¢ ein
separabler Morphismus , d.h. k(GO) ist eine separable Korpererweiterung von

k(HO), vgl. Hartshorne [1], Kapitel IV, Abschnitt 2, Definition vor Proposition
2.1). Siehe den Beweis zu (i).

(v)  Man beachte, der Homomorphismus ¢* des Gegenbeispiels ist in Ab’ ein
Epimorphismus: fur je zwei Gruppen-Homomorphismen
fgeZ —M

von abelschen Gruppen ohne p-Torsion mit feq* = geg™* gilt fur jedes n € Z:
p+f(n) = f(p+n) = g(p+n) = p=g(n)

p+(f(n)-g(n)) = 0.
Weil M keine p-Torsion besitzt folgt f(n) = g(n) fur jedes n, also f = g.

also

Der Kokern von @* in Ab’ ist Null, denn fur jeden Morphismus f: Z—M in
Ab’ mit fo @* =0 gilt 0 = f(pen) = p+f(n) fur jedes n €Z. Weil M keine p-Torsion
besitzt, folgt f = 0, d.h. f faktorisiert sich tiber das Null-Objekt.
Weil der Kokern Z/pZ von ¢* in Ab, eine abelsche Gruppe mit p-Torsion ist,
Beweis. Zu (ii). Seien %’ und " Charaktere von H mit
O*O) = * O,
d.h.
X ¢ = E70.
Weil ¢ surjektiv ist, folgt ¢’ =&”.
Zu (1). Beweis im Fall ¢ separabel.

1. Schritt. Reduktion auf den Fall ¢ bijektiv,
Nach 2.2.5 (ii) ist das Bild von G eine abgeschlossene Untergruppe von H. Die

naturliche Einbettung ¢(G) & H induziert einen surjektiven k-Algebra-
Homomorphismus

k[H] —» k[$¢(G)].
Weil die Charaktere von H den Koordinatenring k[H] erzeugen (vgl. 3.2.3 (ii)),
erzeugen deren Bilde in k[¢p(G)] den Koordinatenring k[¢p(G)]. Diese Bilder sind aber
Charaktere von ¢p(G) (weil ¢ eine Homomorphismus von algebraischen Gruppen ist).
Wegen linearen Unabhéngigkeit der Charaktere von ¢(G)(nach 3.2.3 (i1)) ist die
Einschrankungshomomorphismus

X*(H) —» X*(9(G))
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ebenfalls surjektiv. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal der bijektive
Homomorphismus diagonalisierbarer Gruppen

G — Q)
eine Surjektion X*(¢(G)) — X*(G) induziert.

und damit einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus
XHH) —» X6, x & A

(vgl.3.2.3(i1)).

2. Schritt. Sei ¢: G — H bijektiv. Wir beweisen die folgenden Aussagen.

1. (GY% = HY.

2. dim G = dim G = dim HO = dim H.

3.G = GG’ und H = HYXH’ mit endlichen Gruppen Untergruppen G’ und H’ von
G bzw. H..

0

4. @ induziert einen Isomorphismus ¢~ = (pIGO . g = HO.

5. Bei geeigneter Wahl von H’ gilt ¢(G’) = H’ und ¢ induziert einen Isomorphismus
von linearen algebraischen Gruppen

=0l .G’ — H.

6. ¢: G — H ist ein Isomorphismus (so daB auch X*(¢): X*(H)—X*(G) ein

Isomorphismus und als solcher surjektiv ist).
Beweis von Aussage 1 des zweiten Schritts.

Weil die Komponte der Eins GO zusammenhéngend ist und das neutrale Element von G

enthilt, ist auch cp(GO) zusammenhéangend und enthalt das neutrale Element von H.
Deshalb gilt

o(G% C HO

(weil HO die Zusammenhangskomponente ist, welche das neutrale Element enthalt, und
Jjede zusammenhédngende Teilmenge ganz in einer Zusammenhangskomponente liegt).
Es folgt

¢’ C ol
Wir zerlegen q)'l(HO) in Nebenklassen modulo GY sagen wir
o lH0 = glGO U..J ngO mit g, = e und die giGO paarweise disjunkt.
Wir wenden @ an und erhalten
HY = g(g)) 9(GHU.. Ua(g oGO, (1)
Weil ¢ bijektiv ist, sind auch die cp(gi) cp(GO) paarweise disjunkt. Nach 2.2.5 (i1) ist

o(GY)
eine abgeschlossene Untergruppe von HO. Deshalb ist (1) eine Zerlegung von HO in
paarweise disjunkte abgeschlossene Teilmengen. Weil HO zusammenhéngend ist, gilt

HO = p(g) ¢(G")

fiar ein i. Weil das neutrale Element von H in HO und cp(GO) liegt, muf} i = 1 gelten,
d.h. g ist das neutrale Element und
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HO = CP(GO),
wie behauptet.
Beweis von Aussage 2 des zweiten Schritts.

Es reicht zu zeigen dim G0 =dim H0 (nach Bemerkung 2.2.1.2 (ii)). Weil
ch: c? — HO
surjektiv ist, ist die induzierte Abbildung der Koordinatenringe
k[HY) — kGO, £ s o,

injektiv. Deshalb ist
dim HO = tr. deg, k[HO) < tr.deg, k[G?] = dim GY
(nach Definition der Dimension im irreduziblen Fall in 1.8.1.3), d.h.
dim HY = dim G°.
Wir haben noch die umgekehrte Ungleichung zu beweisen.

Als zusammenhangende diagonalisierbare Gruppe ist GO ein Torus (nach 3.2.7 (i1)),
d.h.

GY=D =G x..xG (n-mal mit n = dim G%)
n m m
Auf Grund von
{13yx{1yx.x{1} C GmX{I}X...X{l} C GmX GmX...X{l}C...C GmX...XGm

gibt es in GY eine echt aufsteigende Kette von abgeschlossenen Untergruppen der
Lange n = dim GO, Weil ¢ bijektiv ist erhalten wir durch Anwenden von ¢ eine echt

aufsteigenden Kette von Untergruppen von HY. Die Untergruppen der Kette sind
abgeschlossen (nach 2.2.5 (ii)). Deshalb gilt
dim HY = n = dim G°.
Beweis von Aussage 3 des zweiten Schritts.
Nach 3.2.7 ist G das Produkt eine Torus T = Drl mit einer endlichen abelschen

Gruppe, sagen wir G’ = {gl,...,gr} mit g =6 d.h.

G=TxG’ = Tx{gl} U U Tx{gr}

Dies ist eine Zerlegung in paarweise disjunkte abgeschlossene und irreduzible
Teilmengen, d.h. die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Die Komponene der Eins
ist gerade

GY =Tx{g,} = Tx{e}.
Wenn wir T mit der Untergruppe Tx{e) von G identifizieren, wird T gerade die
Komponente der 1 von G und G wird zum (inneren) direkten Produkt

G=GG".
Analog sieht man

G = HOxH’.
mit H> C H endlich.
Beweis von Aussage 4 des zweiten Schritts.

Als zusammenhéngende diagonalisierbare Gruppen derselben Dimension sind G und
H0 Tori derselben Dimension, sagen wir n, d.h
¢ =bp
n
=G _x.xG (n-mal)
m m

= G(Z)x...xS(Z) (n-mal)
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= G(z"
und analog

HO =gz,
Weil $2: GO —s HO bijektiv, also surjektiv ist, ist die induzierte Abbildung der
Charaktergruppen injektiv und hat die Gestalt

x#(0):x*(HY) = 7ZM & 7N = x*(GY).

Wir identifizieren die Gruppe X*(HO) mit deren Bild bei dieser Abbildung, d.h. mit
einer Untergruppe von X*(GO).
Nach dem Elementarteilersatz kann man eine Basis {ei} der freien abelschen Gruppe
X*(GO) so wahlen,

70 = Zee +..470e ,
1 n

daf} die Untergruppe X*(HO) die Gestalt
X*(HO) = Zed ve +..4Z0d_se
11 n n

bekommt mit naturlichen Zahlen, die sich sukzessive teilen: d1 Id2I...Idn. Zerlegt man

GY und HY in direkte Produkt bezuiglich dieser neu gewéhlten Basis, so bekommt h die

Gestalt eines direkten Produkts
P=¢ XX GY= GmX X Gm — GmX e X Gm =Y
von Abbildungen
d.

0..k¥*=G_ —G_=k¥*cpc L
i m m

Als Einschrankungen von ¢ miussen auch die ? injektiv sein. Das ist aber nur fur

d. € {£1, +pVlv=12, .}
der Fall (andernfalls haben alle di-ten Einheitswurzeln dasselbe Bild). Indem wir bei

Bedarf einige der e, durch ihr Negatives ersetzen, erreichen wir

d. € {1, pVlv=12, .1},
sagen wir

V-
di =p !
Falls eines der vy ungleich O ist, ist die durch ¢ induzierte Abbildung der
Funktionenkorper der Komponenten der Eins,
¢ k(HY) — k(@GY),
eine inseparable Korpererweiterung. Deshalb muf3

di =1
gelten fur jedes 1, d.h. jedes der P, ist ein Isomorphismus. Damit ist aber auch ¢ ein
Isomorphismus.
Bemerkung

Der allgemeine Fall unterscheidet sich vom separablen Fall nur durch zusitzliche
Frobenius-Abbildungen, die sich “kiirzen” lassen: weil k ein algebraisch
abgeschlossener Korper ist, ist die Abbildung

k* — k¥, x 1 xP,

2)
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ein Isomorphismus von Korpern. Indem wir die Koordinaten-Darstellung des i-ten
Faktors Gm von HO mit Hilfe der vi-fach iterierten Frobenius-Abbildung (2) abandern,

erreichen wir

d.=1.
1

Dadurch wird aber jedes P, und damit auch ¢ ein Isomorphismus.

Beweis von Aussage 5 des zweiten Schritts.
Betrachten wir die Zerlegung

_ 0. 0,
G=G"G =U 5 Gox

von G in Nebenklassen modulo G. Auf Grund von Aussage 1 des ersten Schritts

erhalten wir durch Anwenden der Bijektion ¢ eine Zerlegung
— 0, _ 140,y
H=U . H0() = H(G)
von H in paarweise disjunkte zusammenhéngende Teilmengen, welche Nebenklassen
von H modulo HY sind. Die endiche (also abgeschlossene) Untergruppe ¢(G’) von H

besteht somit gerade aus einem Repréasentantensystem H/HO und es gilt
H = H¢(G") = H¢(G")
Wir konnen deshalb annehmen,
o(G’)=H".
Als Bijektion von endlichen (also abgeschlossenen) Untergruppen von G bzw. H ist die
Einschrankung

¢ =0l G S H.
ein Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen.
Beweis von Aussage 6 des zweiten Schritts.
Nach der Wahl von H’ wie in Aussage 5 des zweiten Schritts bekommt ¢ die Gestalt

@ = (@l (@) GOxG" — HOxH,

wenn wir die beiden direkten Produkte als innere direkte Produkte auf auffassen und
diese so mit

G%G> = GG = G bzw. HOxi = HO.H = H
identifizieren: fur g € GO und xG’ gilt
o((g,x)) = p(g*x) (Identifikation von GOXG’ mit G)

=@(g)*p(x) (@ ist Gruppen-Homomorphismus)

= (p(g), p(x)) (Identifikation von hOXh’ mit H)

= (ol GO)X(CPIG,))(g,x),
also
Als direktes Produkt von Isomorphismen linearer algebraischer Gruppen ist ¢ ein

Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Weil auf Grund von Aufgabe 1
der Funktor

X*: Diag — Ab’

eine Aquivalenz von Kategorien ist, ist das Bild des Isomorphismus ¢ von Diag bei
diesem Funktor,
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e* = X*(@): X*(H) — X*(G)

ein Isomorphismus von Ab’. Insbesondere ist @* bijektiv, also auch surjektiv.
QED.

3.2.10 Aufgabe 3

Konstruieren Sie einen natiirlichen Isomorphismus abelscher Gruppen
G = Hom(X*(G), k*).

Bemerkungen

(i) Nach 3.2.10 Aufgabe 1 ist X*: Diag®? — Ab’ eine Aquivalenz von
Kategorien. Es gibt also einen zu X* quasi-inversen’ Funktor

Ab’ — Diag.
(i)) Die funktoriellen Isomorphismen von 3.2.6 (ii) und (iii),

Id i) X*oG von Funktoren Ab’ —s Ab’
und

GoX* —» Id von Funktoren Diag — Diag
zeigen, daf3 der in 3.2.6 konstruierte Funktor
S: Ab’ — Diag

gerade dieser zu X* quasi-inverse Funktor ist.
(iii) Der unten konstruierte funktorielle Morphismus zeigt, da3 G(M) als als abelsche

Gruppe gerade gleich

— k
SM) = HomAb(M, k*)

ist.
Konstruktion.
1. Schritt Konstruktion eines Morphismus von Funktoren Diag — Ab
Fur jede diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe G betrachten wir die Abbildung

=05 G— HomAb(X*(G),k*), X b (X b x(X), (1)

d.h. fur x € G und y€X*(G) sei

P00 = x(X).
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn g(x) ist fur jedes x € G ein Homomorphismus

abelscher Gruppen: fury’ ,x” € X*(G) gilt
P +X) = O +x7)(X)
=% (X) %" (x)
= (X)) P)(X”)-
Abbildung (1) ist ein Gruppen-Homomorphismus, denn fur x,yEG und x€X*(G) gilt
Pxey)x)  =x(Xxy)

= () *x(y)
= e(x)(X)*(y)(%)
= (@X)=(y) (%)
also
p(xy) = Q(x)*@(y).

% Schubert [1] benutzt die Bezeichnung “aquivalenzinvers”, vgl. Band II, Kapitel 16, Abschnitt 16.2,
Definitin 16.2.1.
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Wir haben noch zu zeigen, der Gruppen-Homomorphismus (1) ist einfunktoriell
bezuglich G, d.h. ein Morphismus

Id —s Hom , . (X*(?).k*),

Ab
von Funktoren Diag — Ab (wenn Id, den Vergi3-Funktor Diag < Ab bezeichnet).

Sei h: G — H ein Homomorphismus von diagonalisierbaren linearen algebraischen
Gruppen. Wir haben die Kommutativitat des Diagramms

G (p—G> Hom , , (X*(G),k*)
Ab ’
h| In
PH
H — HomAb(X*(H),k*)
Sei x € G. Dann gilt fur xy€X*(H):

h*(¢ G(X))(X) =Q G(X)(X°h) (Definition von h*)
= (x°h)(x) (Definition von ¢ G)
= x(h(x))
= cpH(h(x))(X) (Definition von cpH)

Da dies fur alle y&X*(H) gilt, folgt
Hom(X*(h),k*)e@(x)) = @ppoh.
Das Diagramm ist also tatsachlich kommutativ.

Wir haben noch zu zeigen, dafl die Abbildung (1) bijektiv ist.

2. Schritt: Reduktion auf den Fall G = §(Z) mit einer zyklischen Gruppe Z ohne p-
Torsion.

Als diagonalisierbare Gruppe hat G die Gestalt G = §(M) mit einer endlich erzeugten

abelschen Gruppe M ohne p-Torsion (nach 3.2.6 (iii)). Die abelsche Gruppe M ist

direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen, sagen wir

M= Z1 X"'XZr mit Zi zyklisch und ohne p-Torsion.

Wegen Bemerkung 3.2.5 (i) ist
G =GM) = §(Z )%..x §(Z).
Die naturlichen Projektionen auf die Faktoren
pi:G — S(Zi)

sind Homomorphismen von algebraischen Gruppen und liefern kommutative
Diagramme

G 2GS Hom (X*(G),k*)
é Ab s

%
pil lPi
¥z
ES ES

Z, —s Hom | (X*(Z).k*)

Diese setzen sich zu einem kommutativen Diagramm
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G S Hom (X*(G),k%)
- Ab :

r *
11 pil = lp i
i=1 T
r 'Hl vz ir
1= * *
i]__[l Zi — i]__[l Hom Ab(X (Zi)’k )
zusammen. Da der Hom-Funktor direkte Summen im ersten Argument in direkte

Produkte uiberfuhrt, konnen wir dieses Diagramm auch in der folgenden Gestalt
schreiben.

G S Hom (X*(G),k*)
OMAp :

r *
_ pjl = lpi
i=1 T

r .qujzi r

i= * %
i[[12i 1, Hom Ab(glx (Z).k*)

Die rechte vertikale Abbildung erhélt man durch Anwenden des kontravarianten Hom-
Funktors auf die Abbildung
r r

2 XHZ) — XHG), (X s XD B 3 AP
i:l l=1
Letztere Abbildung ist ein Isomorphismus (nach 3.2.6 (ii))'’. Die rechte vertikale

Abbildung des Diagramms ist deshalb bijektiv. Zum Beweis der Bijektivitat von ¢ G

reicht es also, die Bijektivitat der unteren horizontalen Abbildung zu beweisen. Damit
aber reicht es zu zeigen, da§ @ G bijektiv ist im Fall

G=92)
mit einer zyklischen Gruppe Z ohne p-Torsion.

3. Schritt. Der Fall G = §(Z) mit Z = Z.
In diesem Fall ist
G=G ,
m

die multiplikative Gruppe (vgl. den dritten Schritt im Beweis von 3.2.6(1)). Die
Abbildung ¢ G hat die Gestalt

Q= ch:Gm =k* — Hom(Z, k*), t » (n i t).
Sei ¢ die Abbildung
y: Hom(Z, k*) — k* =G _, ¢ Q1)
Dann gilt mit ¢ € k*:
Y(@(e) =@ 1 c) =c¢, also yop = 1d
und mit ¢ € Hom(Z, k*):

P@(©@) = @l(1)) = » £1)M.
Dabei ist

(DY) =€(1)-...o €(1) (n-mal)

19 zusammen mit (M’ @®M”) = GM")xG(M”) wegen Bemerkung 3.2.5 (i).
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=l(1+..+1) (¢ ist Gruppen-Homomorphismus)
={(n),

also

P(€)) = ¢, also goyp =1d.
Die Abbildungen sind zueinander invers. Insbesondere ist ¢ bijektiv.

4. Schritt. Der Fall G = §(Z/mZ) mit einer zu p teilerfremden natiirlichen Zahl m.
In diesem Fall ist

G=u
m
die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln von k (vgl. den vierten Schritt im Beweis 3.2.6
(1)). Die Abbildung ¢ G hat die Gestalt

P=05 0 — Hom(Z/mZ, k*), t » (n mod m i t1).
Man beachte die Charaktere von Mmoo sind die Einschrankungen der Charaktere von Gm
auf o (weil o abgeschlossene Untergruppe von Gm und die

Einschriankungsabbildung k[Gm] — k[ptm] surjektiv ist). Analog zum dritten Schritt
betrachten wir die Abbildung

Y: Hom(Z/mZ, k*) — k* = . ¢ = ¢(1 mod m).
Die Abbildung ist korrekt definiert, denn es gilt

¢(1 mod m)™ ={¢(1+..41 mod m) (m Summanden)
= ¢(m mod m)
=¢(0)
=1 (¢ ist Gruppen-Homomorphismus)
Wie im dritten Schritt erhalten wir fur ¢ € .

P(p(c)) =p(n mod m cM =c, also Yo =1d
und mit ¢ € Hom(Z, k*):

(@) = e(¢(1 mod m)) = (n p €(1)™) =¢, also ey =Id.
Die Abbildungen sind zueinander invers. Insbesondere ist @ bijektiv.

Die Injektivitat der Abbildung (1) kann man leicht ohne die obige Reduktion auf den
Fall, da3 die Charaktergruppe zyklisch ist, beweisen:

5. Schritt Abbildung (1) ist injektiv.
Weil die Abbildung ein Gruppen-Homomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dafl deren
Kern die triviale Untergruppe von G ist. Dazu reicht es zu zeigen, der Kern von ¢ G

besteht aus nur einem Element. Dazu wiederum reicht es zu zeigen, je zwei Kern-
Elemente haben dieselben Koordinaten (bezuglich irgendeiner Einbettung von G in

einen kn). Es reicht also, wenn wir zeigen,
g
Jede Funktion f € k[G] ist konstant auf Ker(¢ G) )

Sei also f € k[G]. Weil die Charaktere von G eine k-Vektorraumbasis von k[G] bilden
(nach 3.2.3 (i1)), hat f die Gestalt

— 1 &
f= C Xptt e, mit ciEk und X e X*(G).

Fur g € Ker(g G) gilt x(g) = 1 fur jedes x€X*(G), also ist der Wert
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f(g) = c X @+ F+cx (@=c +.+c
von f in g unabhénig von g.
Ein direkter Beweis der Surjektivitat, ohne Reduktion auf den zyklischen Fall, ist

weniger offensichtlich. Wir brauchen zuniachst eine Vorbereitung (vgl. Springer [3],
2.5.3).

6. Schritt. Seien G eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe und H C G

eine abgeschlossene Untergruppe. Dann ist H der Durchschnitt der Kerne
von endlich vielen Charakteren von G,

H = V(Xl—l,...,xr-l) mit XK e X*(G).
Wir betrachten die folgenden Ideale von k[G].
I:={f€k[G] | f(H) =0} (das Ideal I(H) von H in k[G])
J:i=(x-11%EX*(G) und x(H) =1 )*k[G]
Es reicht zu zeigen, I C J (die umgekehrte Inklusion besteht trivialerweise). Sei
fel- {0}.

Weil die Elemente von X*(G) eine Basis von k[G] bilden (vgl. 3.2.3 (ii)), hat f die
Gestalt

f= C1X1+"'+ C X, mit ciEk - {0} und % € X*(G). 3)
Wir schrianken auf H ein und erhalten
0= C1X1|H+“'+ CrXrlH'
Weil Familien von paarweise verschiedenen Charakteren linear unabhangig sind uiber k,

gibt es unter den Charakteren X\/l zwei gleiche, sagen wir

H
XilH = XjIH .
Dann ist y := (Xi)'lxj ein Charakter von G, welcher identisch 1 ist auf H. Wegen
X =% +(><j-><i)=xi +% - Dundy «(x-DEJ
also
Xj =% mod J
konnen wir die Anzahl der Summanden auf der rechten Seite von (3) verkleinern (wobei
wir anstelle der Identitat eine Kongruenz modulo J erhalten,

= C Xyttt Cj—IXj—1+ Cj+1X1

wobei der Koeffizient von ¢, von durch c.+c, Zu ersetzen ist. Durch erneutes

+...+ Cj+1Xr mod J

Einschrianken auf H konnen wir die obigen Argumente wiederholen und so die Anzahl
der Summanden auf der rechten Seite weiter verkleinern. Nach endlich vielen Schritten

erhalten wir f = 0 mod J, d.h. f € J, wie behauptet.

7. Schritt. Abbildung (1) ist surjektiv.
Wir konnen annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe von Dr ,



Bezeichne
c, 0..0

0 c2... 0
xi: Dr—>k*, B C.,

0 0...c
r
die Abbildung, welche jede Matrix auf den i-ten Eintrag der Hauptdiagonalen abbildet.
Die X, sind Charaktere von Dn’ welche die Charaktergruppe X*(G) erzeugen,

X*(D )=Ze X+ ...+ Zex_.
n r

1
Jeder Charakter XEX*(Dn) ist als regulare Funktion ein Potenzprodukt der X, mit

ganzzahligen Exponenten,

V1 Vr .
X = (Xl) '...-(xr) mit v, = vi(x) e .
Nach dem 6. Schritt gibt es Charaktere
%k
Xl’ ’Xs € X*(G)
mit
G= V(Xl-l, s Xs-l) ={A€E Dn I Xi(A) =1furi=1,.,s}

Sei ¢ € Hom(X*(G), k*). Ist x € X*(G) identisch 1 auf G, so gilt - weil £ ein

Gruppen-Homomorphismus ist -

1=€0)=lidg) = €x ) o) L)
U ) e x)

: Vi, . Vr
=l(x 1) Terlx 1))
= 1l 1) o O 1)
Dies gilt insbesondere fur ¢ = Xi furi=1,..., s. Mit anderen Worten, die Matrix

dlag(é(xllG), ey Z(erG))
ist eine gemeinsame Nullstelle von der Gleichungen von G in Dn ,d.h.

diag(é(xll G é(xr| ) EG
Damit ist die Abbildung
P:Hom(X*(G), k*) — G, ¢ diag(f(xll G é(xrl o)

wohldefiniert. Direkt an der Abbildungsvorschrift liest man ab, daf es sich um einen
Gruppen-Homomorphismus handelt.

Fur g € G gilt
P(@(g) =YX = x(2)
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= diag(€(x |1 5); -, €(x 1 5) mit €00) = x(g)
= dlag(X1|G(g), LX) XrlG(g))

= diag(x | (), - X (2))

= g,
Da dies fur jedes g € G gilt, folgt

Yo = Id. “4)

Insbesondere ist ¢ injektiv und v surjektiv. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu
zeigen, daB3 y auch injektiv ist.
Fir zwei €, € € Hom(X*(G), k*) mit Y(¢*) = (€”) gilt

diag(¢ (1) - é(xrlG)) = diag(¢ (1) - Z(Xrl )2
also

14 (x.l5) = /4 (xJ) furi=1..r.

Die X, bilden ein Erzeugendensystem der Charaktergruppe X*(Dn). Weil G eine

abgeschlossene Untergruppe von Drl ist, d.h. die Einschrankung auf G,

k[Dn] —» Kk[G],
ist surjektiv, induziert also eine Surjektion
X*D ) —»> X*(G).

Deshalb bilden die Xil ein Erzeugendensystem von X*(G). Die Homomorphismen ¢’

G

und ¢ stimmen also auf einem Erzeugendensystem ihres Definitonsbereicht iiberein,
sind also gleich
=0

Wir haben gezeigt, daf3 1 bijektiv ist. Also ist auch @ bijektiv, insbesondere also

surjektiv.
QED.

Error! Bookmark not defined.3.2.10 Aufgabe 4
Sei

HCG
eine abgeschlossene Untergruppe von G und

YCX
eine Untergruppe von X := X*(G). Wir definieren

HL = (x€X I x(H) = {1}}

Y1 = (x EGI%x) =1 fir jedes xEY}.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

0 @EbHt=n
(i1) (YJ‘)L =Y falls X/Y keine p-Torsion besitzt.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. H C (HJ‘)J‘

Seien x € H und Y := HL. Nach Definition von Y ist jedes x €Y in allen Punkten von
H gleich 1. Insbesondere ist
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x(x) = 1.
Das dies fur jedes €Y gilt, folgt

x e Y+ =mht.

2. Schritt. H D (H1)L.
Weil H eine abgeschlossene Untergruppe von G, ist H der Durchschnitt der Kerne von
endlich vielen Charakteren von G (nach dem sechsten Schritt im Beweis von 3.2.10

Aufgabe 3), d.h. es gibt Xporeek € X*(G) mit

H = Ker(xl)ﬂ...,Ker(xr)
={xeqGl Xi(x) ={1}furi=1,..r}
Nach Definition ist

HDL = {xeGIyx) = {1} fury € HL}
Weil jedes % identisch 1 auf H ist, also in Ht liegt, folgt
HHLC (xeai X, (0 =1furi=1,.r}=H

Zu (ii). 3. Schritt. Y C (Y11,
Sei

H:=Y1={xEGIyx) =1 fur jedes yEY}.
Dann ist jedes x€Y auf H identisch 1,

x(H) ={1)
also

x€HE = (yht

4. Schritt: (YD C Y.
Wir nutzen die Tatsache, daf3 die Funktoren

X*: Diag — Ab’, G » X*(G) und §: Ab’ — Diag, M » G(M)
zueinander quasi-inverse Anti-Aquivalenzen von Kategorien sind (vgl. 3.2.10
Aufgaben 1 und 3). Diese Funktoren sind additiv (induzieren Gruppen-
Homomorphismen auf den Hom-Mengen) und uiberfithren Kerne in Kokerne und
Kokerne in Kerne (siehe zum Beispiel Schubert [1], Band II, Kapitel 16, Abschnitt

16.2, Theorem 16.2.4, Aussage (b) und die Erklarung der Bedeutung der Worter
“respektieren” in 1.2.3, 2.1.1,7.4.5 und “entdecken” in 7.7.6 und 7.7.9).

Wir wenden den Funktor G auf die naturliche Inklusion Y < X an und erhalten einen
Homomorphismus von diagonalisierbaren Gruppen

G — 5X) — 5(Y)
Der Isomorphismus links ist dabei der Isomorphismus von 3.2.6 (iii) (wegen X =
X*(G)). Dieser Homomorphismus 14t sich nach 3.2.10 Aufgabe 3 in ein
kommutatives Viereck

Hom(X,k*) — Hom(Y k*)

=1 1=

G= G§GX) — <Y
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einbetten. Die obere Zeile dieses Diagramms 14t sich erweitern: wir wenden den Hom-
Funktor Hom Ab(?,k*) auf die kurze exakte Sequenz

0 —Y—>X—0XY—0
von abelschen Gruppen ohne p-Torsion an und erhalten die exakte Sequenz
1 — Hom(X/Y, k*) — Hom(X, k*) — Hom(Y, k*)
und damit das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
l— Hom(X/Y .k*) — Hom(X,k*) — Hom(Y k*) — 1

=1 =1 1=

1— Ker(G—5(Y)) — G —  5) —Il

Die Exaktheit an den Stellen Hom(Y ,k*) und §(Y) ergibt sich wie folgt. Die naturliche
Inklusion

Y& X
induziert eine Inklusion der Gruppen-Algebren
k[Y] & K[X]
und damit einen injektiven k-Algebra-Homomorphismus
k[S(Y)] & k[S(X)] = kI[G]

(vgl. 3.2.6). Die Injektivitat des letzteren bedeutet, das Bild des Homomomorphismus
algebraischer Gruppen

G — 5(Y)
liegt dicht in §(Y).Nach 2.2.5 (ii) ist dieses Bild aber abgeschlossen in §(Y), d.h.

G —» 5(Y)
ist surjektiv.

Den Kern links unten konnen wir identifizieren mit
Ker(G—5(Y)) = Ker(G — Hom(X k*) — Hom(Y k*), x » (x> x(X))
={xeGlyx)=1furxye Y}

L
=Y
Wir erhalten so eine exakte Sequenz von diagonalisierbaren linearen algebraischen
Gruppen

Y5 G6—35Y) — 1.

Insbesondere ist G(Y) = Koker(YJ‘ — G). Wir gehen zu den Charakteren iiber und
erhalten auf Grund der Bemerkungen am Anfang des Beweises und wegen 2.3.6 (ii):

X*(3(Y)) = Ker(X*(G) — X*(Y1), x )

= {YEX*(G) | %(x) = 1 fur jedes x € Y1}
=yht
Nach 2.3.6 (ii) besteht eine naturliche Isomorphie Y = X*(§(Y)). Wenn wir die

Surjektion G —» §(Y) des obigen Diagramms verwenden, um die Charaktergruppe

von §(Y) mit einer Charaktergruppe von G und damit mit einer Untergruppe von X zu
identifizieren, wird aus dieser Isomorphie eine Gleichheit,

Y =X*(5(Y)).
Zusammen erhalten wir die Behauptung.
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QED.

3.2.10 Aufgabe 5
Fur jede naturliche zu p teilerfremde Zahl n sei

Gn:={XEGIXn=e}

die Untergruppe der n-Torsionspunkte (d.h. der Punkte, deren Ordnung ein Teiler von
n ist). Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

@ (G ) =nX*G).
(i1) Die Untergruppe der Elemente endlicher Ordnung von G liegt dicht in G.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. Die Abbildung ¢:G — G, x > x, induziert auf den
Charaktergruppen die Multiplikation mit n,
¢*:X*(G) — X*(G), X b ney.
Wir konnen annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe von Dr ,

GL>Dr.
Die Abbildung
n
a11 0 ...0 ar 0 ..0
0 a,....0 0 a3y ... 0
@D —D_ A= 22 s ANz 22 :
0 O "'arr 0 0 ...an

1T

ist ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Wir betrachten das
kommutative Diagramm

p b
r r
ol
S
Sei
all 0O ...0
0 a.....0
T..D —s k*, 22 B a..,
11 r D) D) D) D) 11
0O 0 ...a
T

die Projektion auf den i-ten Eintrag auf der Hauptdiagonalen. Dann ist X*(Dr) die von
den Tii erzeugte freie abelsche Gruppe,

X#(D )= ZoT, +..+ZT .
T IT

1 1+ .
— n — n = ] * =1° i
Wegen Tii(cp(A)) = Tii(A )= a; (n Tii)(A)’ d.h. (Tii) n Tii’ ist

@*: X*(D ) — X*(D ), X b ney,

gerade die Multiplikation mit n. Wegen der Kommutativitat des Diagramms
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CP*
X*D) — X*(D)

Lo
Yl
X*(G) — X*¥(G)
%
ist auch gl5: X*(G) — X*(G) die Multiplikation mit n. Wegen
— . n
Gn = Ker(cpIG. G—GxpXx)
ist
Gi‘ = (XEX*G) I (x) = 1 furx €G_}

= {YEX*(G) | x(x) = 1 fur jedes x EG mit x" =1}
X*(Gn) = Koker(X*( cpIG): X*(G) — X*(G), x b ney)
2. Schritt. Das Bild einer kurzen exakten Sequenz
0—M —>>M-—M —0

von endlich erzeugten abelschen Gruppen ohen p-Torsion (p = Char(k)) ist
beim Funktor

G: Ab> — Diag, M » G(M),
(vgl. 3.2.6) ist eine exakte Sequenz
1 — 5M”) — SM) — S(M") — 1.
Dieses fugt sich in ein kommutatives Diagramm
1— Hom(M” k*) — Hom(M,k*) — Hom(M’ k*) — 1

=1 1= 1=
l— SM) — S™M — M) —<

von Gruppen-Homomorphismen ein, dessen vertikale Pfeile
Isomorphismen bezeichnen und dessen untere Zeile aus Homomorphismen
linearer algebraischer Gruppen besteht.

Wir wenden den kontravarianten Hom-Funktor Hom Ab(?,k*) auf die gegebene exakte

Sequenz an und erhalten, weil der Hom-Funtor linksexakt ist eine exakte Sequenz
I — Hom(M”, k*) — Hom(M, k*) — Hom(M’, k*)

Auf Grund von 3.2.10 Aufgabe 3 und dem funktoriellen Morphismus von 3.2.6 (ii)
fugt sich diese exakte Sequenz in ein kommutatives Diagramm

1—s Hom(M” k*) —s Hom(M,k*) —s Hom(M’ k*)

=1 1= 1=
l— ™M) — ™M — M)

mit exakten Zeilen ein, des vertikale Abbildungen Isomorphismen abelscher Gruppen
sind und desssen untere Zeile aus Homomorphismen linearer algebraischer Gruppen

besteht. Wegern der Injektivitat des Homomorphismus M’—M ist auch die Induzierte

Abbildung der Gruppen-Algebren k[M’]— k[M] injektiv, und damit auch der k-
Algebra-Homomorphismus der Koordinatenringe

kK[SM*)] — k[SM)]
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(vgl. 3.2.6(19).Deshalb liegt das Bild der regularen Abbildung S(M) — G(M’) dicht in

G(M’). Nach 2.2.5 (ii) ist dieses Bild aber eine abgeschlossene Untergruppe von
G(M’). Die untere rechte Abbildung des Diagramm ist somit surjektiv. Wir erhalten ein
kommutatives Diagramm mit mit exakten Zeilen

1— Hom(M” k*) — Hom(M k*) — Hom(M’ ,k*) — 1

=1 1= 1=

l—» S™M) — S — SM) —l

3. Schritt. Berechnung von GrJl‘.

Wir betrachten die exakte Sequenz von endlich erzeugten abelschen Gruppen ohne p-
Torsion

n

X—X—XnX—0. (D)
Dabei sei X = X*(G) und die linke Abbildung bezeichne die Multiplikation mit n. Wir
wenden den Funktor G an und erhalten eine Sequenz

S(n)
I — SX/mX) — §(X) — 5(X).

n
Weil G eine Anti-Aquivalenz von Kategorien ist und X/nX = Koker(X — X) gilt, folgt

S(n)
5(X/mX) = Ker(§(X) — 5(X))

(vgl. die Bemerkungen am Anfang des vierten Schritts im Beweis zu 3.2.10 Aufgabe 4

(1)). Nach 3.2.10 Aufgabe 3 kommt die Abbildung G(n) auch im folgenden
kommutativen Diagramm vor."'

n
Hom(X,k*) — Hom(X,k*)

—~ —~

5(X) 9L>n) 5(X)

I I
G G

n
Dabei wird die obere horizontale Abbildung induziert durch die Multiplikation X — X
mit n. Nach dem ersten Schritt wird letztere induziert durch die Abbildung

»:G— G, x > x

Das Viereck bleibt also kommutativ, wenn wir G(n) durch ¢ ersetzt. Weil die vertikalen
Abbildungen bijektiv sind, ist die untere Abbildung durch die obere und die
Kommutativitat des Diagramm eindeutig festgelegt. Also ist

Gn)=¢:G—G,x x1,
Damit gilt
G(n) n
S(XmX)=Ker(G — G, x » X)) = Gn .

Das Diagramm des zweiten Schritts zur gegebenen exakten Sequenz (1) hat damit die
Gestalt

""Wegen X = X*(G) konnen wir §(X) mit G identifizieren.
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1— Hom(X/nX ,k*) — Hom(X ,k*) — Hom(nX ,k*) — 1

=1 1= 1=

11— S(XmX) — S3X) — S(nX) —1
I I

Gn G
Wegen der Exaktheit der Zeilen gilt
S(nX) = Koker(Gn S Q). 2)
Wir wenden den Funktor X* an und erhalten
nX =X*(G§(nX)) (nach 3.2.6 (ii))
= X*( Koker(Gn S G)) (nach (2))

= Ker(X*(G)—X*(G n), x>l G ) (X* ist Anti-Aquivalenz von Kategorien)'?
n

={xeX*(Q)Iyx)=1furx e Gn}

= Gi (nach Definition, vlg. 3.2.10 Aufgabe 4)

d.h. es gilt Gi‘ = n+X wie behauptet.

Zu (i1). Sei H die von den Torsionspunkten von G erzeugte Gruppe und H deren
AbschlieBung in G. Wir haben zu zeigen,

H=G.
Als abgeschlossene Untergruppe der diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppe

G ist H eine diagonalisierbare lineare algebraische Gruppe. Nach dem sechsten Schritt

im Beweis von 3.2.10 Aufgabe 3 ist H der Durchschnitt der Kerne von endlich vielen
Charakteren von G,

H= VO Lo oD mit o € XHG).
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, nur der triviale Charakter ist identisch
1 auf H, d.h. es besteht die Implikation
¥ € X*(G) und x(H) = {1} = x =0.
Zu zeigen ist
HL = {0).
Wegen GIl C H fur jede zu p teilerfremde naturliche Zahl, gilt At C GIJl‘. Nach (i)
folgt

T C neX fur jedes natiirliche n mit (n,p) = 1.
Deshalb reicht es zu zeigen

ﬂ(n =1 neX =0.
Als endlich erzeugte abelsche Gruppe ohne p-Torsion hat X die Gestalt
X=7'®&M
mit einer endlichen abelschen Gruppe M, deren Ordnung zu p Teilerfremd ist. Wegen

N py=t X = O )=y 187 @ (O oy 1M

reicht es zu zeigen,

2 vgl. die Bemerkungen am Anfang des vierten Schritts im Beweis zu 3.2.10 Aufgabe 4 (i).
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1. m(n,p):l neZ =0.

2. ﬂ(n )=l n-M = 0.
Zu 1. Der Durchschnitt besteht aus ganzen Zahlen, die durch jede von p verschiedene
Primzahl teilbar sind. Die einzige solche ganze Zahl ist die Null.

Zu 2. Sei g die ordnung von M. Weil nach Voraussetzung zu p teilerfremd ist, gilt
nM C g-M=0.
Mo py=1 "M
QED.

3.2.10 Aufgabe 6

Die Gruppe der Automorphismen eines n-dimensionalen Torus ist isomorph zur Gruppe
GLn(Z) der nxn-Matrizen mit Eintragen aus Z, deren Inverses ebenfalls Eintrage aus Z

besitzt.
Beweis. 1. Schritt. Sei G eine diagonlisierbare Gruppe. Der Ubergang zu den
Charaktergruppen definiert einen Anti-Isomorphimus
X*: Hom(G, G) — Hom(X*(G), X*(Q)), f i * = X*(f),

von Ringen mit Eins.
Hom (G, G) ist ein kommutativer Ring mit 1, dessen Addition gerade die Addition von
Abbildungen mit Werten in G ist (d.h. die Addition kommt von der Operation der
Bildmenge), und dessen Multiplikation die Zusammensetzung von Abbildungen ist:

(f+g)(x) = f(x)+g(x) fur f,g € Hom(G,G) und x € G.

(feg)(x) =f(g(x)) furf,g € Hom(G,G) und x € G.
In analoger Weise ist die Ringstruktur von Hom(X*(G), X*(G)) definiert. Die
Abbildung ist ein Anti-Homomorphismus von Ringen mit Eins, weil X* ein additiver
Funktor ist. Es ist Anti-Isomorphismus, weil X* eine Anti-Aquivalenz von Kategorien
ist.
2. Schritt. In der Situation des ersten Schritts besteht ein Anti-Isomorphismus

Aut(T) i Aut(X*(T)).

Der Anti-Isomorphismus des ersten Schritt induziert einen Anti-Isomorphismus der

Einheitengruppen der beteiligten Ringe. Diese Einheitengruppen sind gerade
Hom(G,G)* = Aut(G) bzw. Hom(X*(G), X*(G)) = Aut X*(G).

3. Schritt. Ist G = T ein n-dimensionaler Torus, so gilt Aut(T) = GLn(Z).

Die Charaktergruppe eines n-dimensionalen Torus T ist isomorph zu
X*(T) = 7"
Nach dem zweiten Schritt gilt damit
Au(T) = Aut(Z").
Die Z-linearen Automorphismen von Z" lassen sind in derselben Weise durch Matrizen
beschreiben, wie die k-linearen Automorphismen des k-Vektorraums k™. Damit ist
Au(T) = GLn(Z),

wenn rechts die umkehrbaren nxn-Matrizen mit Eintragen aus Z stehen, deren

Umkehrungen ebenfalls Eintrage aus Z besitzen.
QED.
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3.2.11 Die Paarung X*(T)xX (T) — Z

3.2.11 A Bezeichnungen und Definitionen

Wir schlieBen diesen Abschnitt ab mit Material zur Theorie der Tori. Bezeichne
T
einen Torus. Wir setzen
X =X*¥(T)und Y :=X_(T)

(vgl. 3.2.1). Fur x€X, M€Y, a € k* ist die Abbildung

G, — K ap x(Ma),
ein Charakter der multiplikativen Gruppe Gm. Nach 3.2.2 (mit n = 1) hat jeder
Charakter von Gm die Gestalt

G HG ,thS7
m m

mit einer ganzen Zahl s. Im Fall des Charakters x°A wollen wir diese Zahl mit <y, A >
bezeichnen, d.h. <, A > sei die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit

% OMD) = tXA>

fur jedes t € k*.
Bemerkung
Auf Grund der Definition'” der Addition von Charakteren und Kocharakteren gilt

X+ 7)ok = (M) + (oM
und

Xo()\"-i-}\‘,’) - (Xo)\”) + (Xo)\'”)
fur x, %, x” € X*(T) und A, ’, A” € X (T). Die Abbildung

<, > XXY —Z,(x, N <x,\>,
ist deshalb bilinear uiber Z.

3.2.11 B F-Tori und zerfallende F-Tori

Sei F ein Teilkorper von k. Ein F-Torus ist eine F-Gruppe, die ein Torus ist. Ein
zerfallender F-Torus T ist ein F-Torus, der F-isomorph ist zu einem Dn'

Bemerkung
Die Untersuchung der nicht zerfallenden F-Tori, welche Galois-Theorie erfordert, wird
auf Kapitel 13 verschoben.

3.2.11 C Lemma

Sei T ein Torus. Wir setzen
X :=X*(T)und Y := X (T).

Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) Durch

<, > XXY —>Z,(, N> <Y, A>
eine perfekte Paarung definiert, d.h.
e jeder Homomorphismus X —» 7Z ist von der Gestalt ¥ 1 <y, A > fur genau

ein AEY.

" Die Addition der (Ko-)Charaktere stimmt mit der Multiplikation der reguldren Abbildungen tiberein.
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* jeder Homomorphismus Y — Z ist von der Gestalt A i <%, A > fur genau

ein xEX.
Insbesondere ist Y eine freie abelsche Gruppe vom selben Rang wie X.
(i) Die Abbildung
k*®Y — T, a®A » AMa),
ist wohldefiniert und ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Beweis. Zu (i). Zum Beweis konnen wir annehmen, der Torus T ist gleich
T=D
n

Wir setzen die Isomorphismen von Beispiel 3.2.2 zur folgenden Abbildung zusammen.

—~

@:Z x 71 — X*#(G) x X,(G) —  Autk*
a a . by by
((a,,...,a ), (b ,....b ) » (x:=x Lo . x I, A :=(t diag(t ,..,t )) B %x°A.
1 n 1 n 1 n
Dabei bezeichne % T — k* den Charakter von T, welcher jede Matrix auf den i-ten

Eintrag der Hauptdiagonalen abbildet. Es gilt also
by by ag by by
cp((al,...,an), (bl""’bn))(t) = Xl(dlag(t st ) ele Xn(dlag(t yees t))

by a b.,, a
tl)lo.

n.n
a1b1+...+ anbn

ap

=(
=t
Wenn wir X*(G) und X, (G) mit Hilfe der Isomorphismen von 3.2.2 mit /e

identifizieren, so bekommt die Abbildung <, > die Gestalt

S (|
<> 7 ' x7"— 7, ((al,...,an), (bl""’bn)) (23 a1b1+...+anbn.

Dies ist aber gerade eine in oben beschriebenen Sinne perfekte Paarung, denn jede Z-
lineare Abbildung

Lo(t )

" — 7
ist durch ihre Werte in den Standard-Einheitsvektoren e eindeutig festgelegt, wobei es

zu beliebig vorgegebenen ganzzahligen Werten in den e, genau eine solche Z-lineare

Abbildung gibt.
Zu (i1). Wir konnen ebenfalls annehmen, daf3 der Torus T gleich
T=D
n

ist. Die Abbildiung von (ii) hat dann die Gestalt
b b
k**®Z" — Dn’ C®(b1""’bn) b diag(c 1, e, C n). (D)

Das Tensorprodukt links ist isomorph zu einer direkten Summe von n Exemplaren von
k*®Z =k*® ZZ = k*. Genauer, die Abbildung

¥ n N bl bn
k ®Z — (k ) b c ® (bl’“.’bn) =d (C 9 c )9

ist ein Gruppen-Isomorphismus mit der Inversen
N % 7N
(k*)" — kK*®Z", (cl,...,cn) RS c1®e1+...+cn®en.
Wir setzen (1) mit dieser Inversen zusammen und erhalten die Abbildung

n
(Cl""’cn) B C1®el+"'+cn®en B i1__[1d1ag (1""’Ci""’1) =d1ag(cl, e s C ).
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Dies ist ein Gruppen-Isomorphismus. Also ist auch (1) ein solcher.
QED.

3.2.12 Proposition

Sei F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k.

(1)  Ein F-Torus T zerféllt genau dann uiber F, wenn alle seine Charaktere iiber F
definiert sind. Ist dies der Fall, so bilden die Charaktere eine F-Vektorraumbasis
von F[T].

(i)  Jede uber F definerte rationale Darstellung eines uiber F zerfallenden Torus T ist
eine direkte Summe von eindimensionalen uiber F definierten Darstellungen.

Beweis. Zu (i). 1. Schritt. Die Charaktere eines uiber F zerfallenden Torus sind tiber F

definiert.
Die F-Struktur von Dn ist gegeben durch die Teilalgebra
-1 -1
F[Dn] = F[Tll""’Tnn’ Ty Tyl
von
-1 -1
k[Dn] = k[Tll’""Tnn’ Ty Topl-

Die Charaktere von Dn sind gerade die Potenzprodukte

a a
Tle. oTDN:D 5 G mita,,..a €EZ
11 nn N m 1 n
%
der Tii mit ganzzahligen Exponenten. Weil T;; gerade der k-Algebra-Homomorphismus

. -1, _ B -1 -1
Ty KITT 1 =kIG 1 —> kD 1=k[T ..T . Tyy. . Tyl

T T..,
ii
ist, also F[Gm] in F[Dn] abbildet, ist der Charakter Tii fur jedes 1 uber F definiert.

Wir sehen so, die Charaktere des F-Torus Dn sind uber F definiert und sie bilden eine

F-Vektorraumbasis von F[Dn].

Ist T ein zerfallender F-Torus, so gibt es einen uiber F definierten Isomorphismus

¢:T— Dn'

Fur jeden Charakter x von Dn ist o ein uber F definierter Charakter von T, und man

erhalt so alle Charaktere von T.

Auferdem induziert der F-Isomorphismus ¢ einen uber F definierten Isomorphismus
¢*: k[D_]— K[T],

also einen Isomorphismus von F-Algebren

cp*IF[Dn]: F[Dn] — F[T].

Letzterer uiberfuhrt die F-Vektorraumbasis der Charaktere von Dn in die F-

Vektorraumbasis der Charaktere von T.
2. Schritt. Ein F-Torus T, dessen Charaktere uiber F definiert sind, zerfallt iiber F.
Weil T ein Torus ist, gibt es einen Isomorphismus linearer algebraischer Gruppen

o: T — Dn t @) = diag(cpl(t), s cpn(t)).
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die Koordinatenfunktionen @, von @ sind Charaktere von T, also nach Vorausetzung
uber F definiert. Deshalb ist ¢ iber F definiert. Die induzierte Abbildung der
Koordinatenringe

Q*: k[Dn] — Kk[T]
bildet die F-Strukturen dieser Koordinatenringe ineinander ab,

¢*(F[D 1) C FIT].
Es reicht zu zeigen, daf} sogar das Gleichheitszeichen gilt, denn dann ist auch cp'1 uber

F definiert, also ein F-Isomorphismus, d.h. T zerfullt iber F.

Weil ¢ ein Isomorphismus ist, ist auch ¢* ein solcher, also insbesondere injektiv. Wir
erhalten eine exakte Sequenhz von F-Vektorraumen

P*lD,)]
0— F[Dn] —  F[T]— F[T]/CP*(F[DH]) — 0.

Wir wenden den Funktor k®F an und erhalten - nach Definition des Begriffs F-Struktur

- die exakte Sequenz
k)

0 — KID_| 5 KIT] — kO (FITY*(EID 1)) —> 0.
Weil ¢* ein Isomorphismus ist, gilt 0 = k®F(F [T]/cp*(F[Dn])), also

0= dimk k®F(F[T]/(p*(k[Dn])) = dim F[T]/cp*(F[Dn]),

F
also cp*(F[Dn]) = F[T]. Wir haben gezeigt, ¢* induziert einen Isomorphismus der F-
Strukturen, ist also ein F-Isomorphismus.

Zu (ii). Der Bewetis ist eine Variante des Beweises der Implikation 3.2.3 (ii) = (iii).
Wir konnen annehmen, T = Dn . Sei

¢: T — GL(V)
eine Uber F definierte rationale Darstellung von T. Wir fixieren eine F-Vektorraumbasis

der F-Struktur VF von V. Diese ist auch eine k-Vektorraumbasis von V und gestattet es,

¢ als Homomorphismus
d: DIl — GLr
(mit r geeignet) zu betrachten. Weil ¢ uiber F definiert ist, bildet
¢*: k[GL | — K[T]
die F-Struktur
FIGL ] = FIT det 1 1ij=1,..1]
von k[GLr] in die F-Struktur

-1 -1
F[T] = F[T1 1,...,an, Tyl
von k[T] ab. Insbesondere liegen die Bilder ¢*(Tij) der Tij in F[T], d.h. fur jedes x €T

gilt
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0,00 0,,(0 - &, ()

0y () 0y () - By (0

n
o(x) = = 2 {pij(x)-Eij

1,]=
6,0 0,00 .. §_(X)
mit regularen Funktion q)ijEF[T]. Jede dieser regularen Funktion ist nach (i) eine F-

Linearkombination von Charakteren von T. Deshalb 14t sich ¢ als Linearkombination

von rxr-Matrizen mit Eintragen aus F schreiben, deren Koeffizienten Charaktere von T
sind, sagen wir

=3 X(X)°AX ey
XEX*(G)
mit AX S5 Mr(F) oder in einer von der Wahl der Basis von V unabhéngigen
Schreibweise,
AX S Endk(V) mit AX(VF) - VF (2)
Dabei sind nur endlich viele der AX von Null verschieden,

AX = 0 fur fast alle x€X*(G).

Weil ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, gilt fur x,yeG

> X(X)X(Y)'AX = Y x(xy)-AX
KEX*(G) XxEX*(G)
= ¢(xy)
= 0(x)*9(y)
= > X(X)'w(Y)°Ax'Aw'
X-WEX*(G)

Dies ist eine Relation von Charakteren auf GXG. Weil die Charaktere von GXG linear
unabhingig tiber k sind, folgt durch Koeffizientenvergleich'*

A A =8 <A 3
X v %Y X ©)
(wenn 6X " das Kronecker-Symbol bezeichnet). Weil ¢(e) die identische Abbildung von
V ist, folgt
S A =1d @)
XEX*(G)
Wir setzen
V =A (V).
X X
Wegen (4) gilt dann

!4 Man beachte, fur Charaktere o, B, y und 8 gilt nur dann au(x)B(y) = y(x)* 8(y) fur alle x, y € G,
wenn o=y und = d ist (man setze y = e bzw. x =e).
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> V. =V.
XEX*(G)
Nach (3) ist AX auf V " die identische Abbildung fur x=y und O sonst. Deshalb ist die

gefundene Summenzerlegung von V direkt,

@ V. =V.
XEX*(G)
Nach Definition der AX sind die Raume VX stabil bezuiglich der Operation von T auf V
mit Hilfe von ¢. Da die Anzahl der von Null verschiedenen AX endlich ist, gilt dasselbe

fur die Raume VX, d.h. wir konnen schreiben
V=V &..6eV
X X
Zusammen mit (1) erhalten wir so fur die Matrix von ¢(x) bezuglich einer mit dieser
Zerlegung vertraglichen Basis

(Xl(x)’IdV 0 0 \
X1
0 )(2()()-IdV ... 0
d(x) = %)
0 0 ... Xt(x)-ldV

\ Y,

Mit anderen Worten, ¢ ist direkte Summe der 1-dimensionalen Darstellungen X (wobei

die Dimensionen der Raume V_ die Vielfachheiten sind mit denen die X; vorkommen).
i

Als Charaktere von T = Dn sind die % uber F definiert.
QED.

3.2.13 Limites, die Graduierung von k[Dn] und die Mengen V(X))

Wir betrachten hier die multiplikative Gruppe
G =k k=al

als offene Teilmenge der affinen Geraden, d.h. als affine Gerade ohne den Urprung,
und die affine Gerade
Alo Pl xws 11,
als offene Teilmenge der projektiven Geraden, d.h. als projektive Gerade ohne den
unendlich fernen Punkt. AuBerdem beachten wir, da3 der Automorphismus
1
t 2
der multiplikativen Gruppe sich zu einem Automorphismus der projektiven Geraden
Pl — Pl xyl b [y,

G —-G .tp
m m
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fortsetzen 1al3t welcher Ursprung und unendlich fernen Punkt vertauscht. Dies motiviert

die nachfolgenden Bezeichnungen a—0 und A—>00"
(i)  Fur jede regulare Abbildung
G —Z
m
mit Werten in einer algebraischen Varietat Z, welche sich zu einer reguldren
Abbildung
5:,&1 — 7,

fortsetzen 1aB3t, schreiben wir .
Jim (@) = 9(0).

Wenn sich ¢’: Gm —> Z, t » ¢(1/t), zu einer regularen Abbildung 5’:A1 —Z,

forsetzen 1aB3t, schreiben wir

Iim )
Jm @) = §°(0).
(i) Seien
T
ein Torus, V eine affine Varietat,
aTxV—V
eine Operation von T auf V (d.h. V sei ein affiner T-Raum). Wie in 2.3.5
bezeichnen wir mit
s: T — GL(K[V]), t & s(t),

die zugehorige lokal endliche Operation von G auf dem Koordinatenring k[ V]
(vgl. 2.3.6 A), d.h.

(sON(X) = fat! x)
furt e T, f&ek[V] und x € V. Wie bisher setzen wir
X:=X*(T)und Y := X (T)

(vgl. 3.2.1). Fur x€X sei
k[V]X = {f € k[V] I s(t)f =x(t)f fur jedes t € T}

der Eigenraum der Operation s bezuglich des Charakters . Nach 3.2.3 besteht
eine direkte Summenzerlegung'’

k[VI=® __Kk[V]

XEX X
Nach Definiton der Eigenraume gilt

15 Jedes f € k[V] liegt in einem endlich-dimensionalen T-stabilen Unterraum W C k[V]. Die
zugehorige rationale Darstellung T — GL(W) zerfallt in eine direkte Summe 1-dimensionale
Darstellungen (nach 3.2.3), d.h. es gilt

fEW= Y WNkK[T] C Y k[V] Ck[V]
xEX 5 xEX .

also

k[VIC Y k[Vl C k[V].
X
xEX
Wegen der linearen Unabhingigkeit der Charaktere ist die Summenzerlegung direkt.
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k k =k fu e X.
[V]X [V]w [V]X ap UTX W

Der Koordinatenring k[ V] besitzt eine X-Graduierung. Im Fall T = Dn ist X = 7"
und wir erhalten eine graduierte k-Algebra im uiblichen Sinne.
(iii) Fur jedes AEY definieren wir
V) = {vE V] aﬁglo Ma)ev existiert }

V() = {vEV] aﬂnoo Ma)ev existiert }
Man beachte, nur eine der beiden Relationen ist eine Definition und jede von ihnen

eine Folge der anderen. Zum Beispiel gilt wegen (-A)(a) = ﬁ auf Grund der
a

ersten Definition
V(N ={veEVI ahino (-A)(a)+v existiert }

={veVvl ahEO k(a)'lov existiert }

={veVvl ahEO k(a'l)-v existiert } (A ist ein Gruppen-Homomorphismus)

_ lim o it
={veVvl 4—>00 Ma)ev existiert }

3.2.14 Die Mengen V(A)
Seien V eine affine Varietat, T ein Torus und
aTxV—5V
eine Operation von T auf V (d.h. V sei ein T-Raum). Fur jedes A&X_(T) gilt dann mit

den Bezeichnungen von 3.2.13:
6)) V(M) ist ein abgeschlossener Unterraum von V.

@ V) VN ={vE VIAc)ev = v fur jedes c € k*}
ist die Menge der Fixpunkte von Im(A).
Beweis. Zu (i). Sei v € V. Dann gilt
VEVQ) & M)y existiert (vel. 3.2.13 (iii))
o Gm — V., t b A(t)ev, 1aBt sich auf Al fortsetzen's
& k[V] — k[Gm], f (c » f(Mc)*V)),

faktorisiert'? sich ber k[A ] = k[x] & k[x.x 1] = KIG_|

G —V
m
' d.h. die Abbildung ist Teil eines kommutativen Diagramms /" vonregularen Abbildungen.

Al



58

Dabei ist A(c)v das Bild von v bei der Operation a von A(c) € T auf V. Fur die zu a

gehorige lokal endliche Operation s: T — GL(k[V]) der abstrakten Gruppe T auf k[ V]

gilt (vgl. 2.3.6 A)
sOD) = far!, v) = iy,

also

f(0)+v) = ) HD) = e HD).

Wir konnen also die Bedingung v € V(A) mit Hilfe von s wie folgt ausdriicken.

VEV(R)  &kIVI—KG e (tr AEHHW),
faktorisiert sich uiber k[Al] — k[Gm].
Nach 3.2.13 (ii) hat f die Gestalt
f = f mitf € k[V] .
2 X X [ ]X
XEX*(T)
Weil s(t) € GL(k[V]) eine k-lineare Abbildung ist, folgt

s(Hf = > s(t)fX
KEXH(T)

D x(t)fx. (nach Definition von k[V]X)
XEX*(T)
Wir setzen fur t € T den Wert A(c) mit ¢ € k* ein und erhalten

MO = 3 XM,
YEXH(T)

= D C<X’7\'>f (nach Definition von <, >in 3.2.11 A)
EXHT)
also
MDY = 3 L ().
XEXH(T)
Damit bekommt die Bedingung fur v&V(A) die Gestalt

VEVD)  ekVI—KG Lfnen 3 X ).
YEX*(T)
faktorisiert sich tiber k[Al] — k[Gm]

Nun ist k[Al] eine Polynomalgebra uiber k in einer Unbestimmten, sagen wir,

)

2)

K[G ] «— k[V]
m

"7 d.h. die Abbildung ist Teil eines kommutativen Diagramms / von k-Algebra-

kAl

Homomorphismen.
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KA = K[x]

und
KIG_]=KIx, x 1.

Beide Algebren sind Teilalgebren des rationalen Funktionenkorpers k(x), also auch
Teilringe voneinander. Die Aussage, dal} sich die angegebene Abbildung uiber k[x]
faktorisiert, bedeutet einfach, daf3 ihr Bild in k[x] liegt. Es folgt

VEVY e 3 x_<X’7‘>fX(V) € K[x] fur jedes f € k[V]
XEXH(T)
=N fX(V) = 0 fur jedes f€ k[V] und jedes yEX*(T) mit <y, A>> 0.

& f(v) =0 fur jedes x€X*(T) und jedes f € k[V]X mit <y, A >>0.

esveyv(fe k[V]X | xEX*(T) und 0 < <y, A >)
Wir haben gezeigt,
VM) =V(fe k[V]X | xEX*(T) und 0 < <y, A >). 3)

Insbesondere ist V(L) eine abgeschlossene Teilmenge von V, d.h. es gilt (i).
Zu (ii). Aus der gerade bewiesenen Identitét (3) erhalten wir

VM) M V(-h) = V(€ k[V]X | xEX*(T) und 0 # <y, A >). 4)
Wir haben zu zeigen, diese Menge ist gleich
{vE VIAc)ev =V fur jedes ¢ € k*}. (®))
1. Schritt. Die Menge (5) liegt ganz in V(A) (1) V(-A).
Sei v ein Element der Menge (5) und f& k[V]X mit YEX*(T) und 0 # <y, A >. Wir

haben zu zeigen f(v) = 0.
Fur jedes ¢ € k* gilt

f(v) =f(Mc)ev) (weil v in der Menge (5) liegt).
Die rechte Seite ist nach (1) gleich (s()»(c'l))f)(v) und zusammen mit (2) gleich
C-<X,)\.>f(v)’

denn wegen f& k[V]X ist hochsten ein Summand auf der rechten Seite von (2) ungleich
Null. Es folgt

f(v) = c'<X’>‘>f(v) fur jedes c € k*,
also

0 =(1- c'<X’>‘>)-f(v) fur jedes ¢ € k*
Weil nach Vorausetzung <y, A > ungleich 0 ist, hat die Gleichung 1—c'<x’}‘> =0 nur
endlich viele Losungen ¢ € k*. Weil k algebraische abgeschlossen, also unendich ist,
kann man c€k* so wihlen, daf3 1 <%A> 2 gilt. Es folgt f(v) = 0, wie behauptet.
2. Schritt. Jeder Punkt von V(A) (1) V(-A) liegt in der Menge (5).
Sei v E V(M) () V(-MA). Angenommen, v liegt nicht in der Menge (5). Dann gibt es ein
cEk* mit

INORER'A
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Die Punkte A(c)*v und v haben unterschiedliche Koordinaten (bezuiglich irgendeiner
Einbeittung von V in einen kn). Es gibt also ein f € k[V] mit

f(Mc)ev) #Z f(v). (6)
Nach 3.2.13 (ii) hat f die Gestalt

f= f mitf € k[V] .
2 X X [ ]X
XEX*(T)

Wenn man in (6) die Funktion f durch fX ersetzt, so kann nicht fur alle x das

Gleichheitszeichen gelten (weil es dann auf fur f gelten wurde). Es gibt also ein
xEX*(T) mit

f (M)ev) = £ (v).

X( (D)+v) " v)

Wegen (1), (2) und fXEk[V] . ist das dquivalent zu

C'<X’7‘>-f v) Zf (v),
also zu X( ) * v
0 # (I- t'<X’7‘>)fX(V)
Das bedeutet aber,
0% 1-t %" ynd 0 = £

Die erste Bedingung bedeutet <y, A > # 0. Zusammen mit der zweiten Bedingung und

mit (4) bedeutet dies, daB v nicht in V(M) () V(-A) liegt. Das steht aber im Widerspruch

zur Wahl von v. Die Annahme, daf3 v nicht in der Menge (5) liegt ist somit falsch.
QED.

3.2.15 Beispiel
Seien G eine beliebige lineare algebraische Gruppe und A: Gm — G ein Kocharakter

von G. Wir betrachten die folgende Operation von Gm auf G,

a:G_ X G, (6% b tx = MOxAD .
Weiter sei wie in 3.2.13 (iii)
P(\) = {xEG| tli_lg}) tex existiert }.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1) P(M) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

i) PPN = ZGO»(Gm))-
Zu (). Nach 3.2.14 (i) ist P(A) eine abgeschlossene Teilmenge von G. Fur x € G gilt
xEP\) & Gm —G,tp K(t)-x-?»(t)'l, 148t sich auf Al = k fortsetzen

Fur x = e ist die Abbildung rechts die konstante Abbildung t » e, welche trivialerweise
eine Fortsetzung besitzt, d.h. es gilt

e € P(M).
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Sind x, y € P(A) und fX, fy: Al — G die zugehorigen Fortsetzungen auf Al Dann
sind die regularen Abbildungen
1 . _
A" -Gt fX(t) fy(t) = pL(fX(t), fy (1),
und
Al — G et o =i ),
die zu xey bzw. x! gehorigen Fortsetzungen. Es bestehen also die Implikationen
X,y € P(L) = xey € P(L) und x € PV = x" L € PO,

Wir haben gezeigt, P(A) ist eine abgeschlossene Untergruppe.
Zu (ii). Nach 3.2.14 (ii) ist

P(MN) () P(-A) ={v E VI Nc)sv = veA(c) fiir jedes ¢ € k*}
= ZG(ImO\))
der Zentralisator von Im(A) in G (vgl. 3.2.8).

Bemerkung
Die Verwendung der Ergebnisse von 3.2.14 in der hier vorliegenden Situation erscheint

zunéchst problematisch, da in 3.2.14 der Kocharakter A ein Kocharakter eines Torus
sein soll. Tatsachlich ist dies auch hier der Fall: betrachtet man G als abgeschlossene

Untergruppe einer GLn so besteht MGm) aus kommutierenden halbeinfachen

Matrizen. Nach 2.4.2 A (ii) kann man durch einen inneren Automorphismus von GLn

dafur sorgen, daf MGm) aus Diagonalmatrizen besteht. Man kann dann A als
Abbildung
MG —D
m n
betrachten, d.h. als Kocharakter des Torus Dn'

3.2.16 Aufgaben

3.2.16 Aufgabe 1
Die Kategorie der Gm-Moduln ist aquivalent zur Kategorie der graduierten endlich-

dimensionalen k-Vektorraume.
Beweis. Wir bezeichnen mit

ngectk

die Kategorie der endlich-dimensionalen k-Vektorraume V = @n Vn und k-linearen

EZ
Abbildungen ¢: V— W, welche die Graduierung respektieren, d.h. cp(Vn) (- Wn fur
jedes n € Z und mit
G_-Mod
m
die Kategorie der Gm—Moduln.

Nach 3.2.3 (iii) ist jeder Gm—Modul V eine direkte Summe von 1-dimensionalen

Darstellungen. Eine 1-dimensionale Darstellung von Gm besteht gerade in der

Multiplikation mit dem Wert eines Charakters (vgl. Beispiel 2.2.2). Deshalb besitzt V
eine Zerlegung in eine direkte Summe
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V= @XEX*(Gm) VX mit VX ={vEVIr(t)ev =y(t)ev fur tEGm}.
Dabei bezeichne r = Iyt Gm — GL(V) die rationale Darstellung, welche die (Gm—

Modul-Struktur von V definiert.
Wegen X*(Gm) = Z bekommt V auf diese Weise die Struktur eines Graduierten k-

Vektorraums:
= 1 = oy = n e %k
V-@nEZ Vn mit Vn ={vEVIr(t)ev=t" fur jedest € k*}.

Sie f: V.— W ein Homomorphismus von Gm-Moduln. Dann gilt
f(rV(t)-V) = rw(t)-f(v) fur jedes v € V und jedes t € k*.
Insbesondere ist fur v € Vn

. = . = nn = no
rw(t) f(v) f(rV(t) v) = f(tev) =t ef(v),
d.h. f(v) € Wn . Da dies fur jedes v € VIl gilt, folgt

f(Vn) C Wn fur jedes n € Z.

Mit anderen Worten f respektiert die Graduierung der beteiligten Moduln. Wir erhalten
so einen Funktor

Gm-Mod — grVect, ,Vp V.

Es reicht zu zeigen, dieser Funktor ist eine Aquivalenz von Kategorien. Dazu reicht es
zu zeigen (vgl. Bucur & Deleanu [1], Kapitel 1, §6, Proposition 1.17),

1. Jedes Objekt von ngectk ist zu einem Gm—Modul isomorph.

2. Fur je zwei Gm—Moduln V und W ist die Abbildung

f

f
Hom ., (V,W)— Hom V,.W),V—SWp VW,

G grVect

m k
bijektiv.
Zu 2. Die Abbildung ist trivialerweise injektiv. Es reicht die Surjektivitit zu beweisen.
Sei

h: V—W

eine k-lineare Abbildung, welche die Graduierungen von V und W respektiert, d.h. es
gelte

h(Vn) C Wn fur jedes n € Z.
Dann gilt fur jedes t € Gm (=k*).
R — n. . e
rW(t) h(Vn) t h(Vn) (wegen h(Vn) C Wn und der Definition von Wn)

= h(tn-Vn) (h ist k-linear und t"'ek* C k)

= h(rV(t)-Vn)
Da dies fur jedes n € Z gilt, folgt rw(t)-h(V) = h(rV(t)-V) fur jedes t, d.h. h ist ein
Homomorphimus von Gm—Moduln (und liegt damit im Bild der Abbildung von 2).
Zul.SeiV = @n 7 Vn ein graduierter k-Vektorraum endlicher Dimension. Wir

definieren fur jedes n auf Vn die Struktur eines Gm—Moduls durch



63

G_—GL(V),tp (v th).
m n

Dies ist ein Gruppen-Homomorphismus und - weil durch (t) = t™ ein Charakter von
Grn , d.h. eine regulare Abbildung auf Gm definiert ist, ein Homomorphismus von

linearen algebraischen Gruppen. Wir erhalten auf diese Weise fur jedes n €Z eine
rationale Darstellung von Gm' Die direkte Summe aller dieser Darstellungen (von denen

nur endlich viele von O verschieden sind) ist ist ein Gm—Modul, dessen zugehoriger

graduierter Vektorraum gerade V ist.
QED.

3.2.16 Aufgabe 2

Sei A = @n =7 An eine graduierte k-Algebra, welche uiber k endlich erzeugt und
nullteilerfrei ist. Wir nehmen an, A ist von AO verschieden,

A#—AO.

Sei
d-Z:<nEZIAn #0}
die von den Graden erzeugte Untergruppe, fur welche es von 0 verschiedene homogene

Elemente von A gibt. Weiter seien zwei von 0 verschiedene homogene Elemente
gegeben, sagen wir

fEAi— {0} undgEAj - {0} miti-j=d.
Wir betrachten den Quotientenring (vgl. 1.4.6)
B:=A_.
fg
Beweisen sie folgende Aussagen.
(i) Die Graduierung von A definiert eine Graduierung von B,

B= @nEZ Bn'

(i) Es gibt einen Isomorphismus von graduierten Ringen B 0®k[§ , %] = B.

(iii)) B, ist endlich erzeugt und nullteilerfrei.

0
Beweis.Zu (i). Jedes Element von B hat die Gestalt
agmitaEAundZEZ.
_ (fe)
Wir setzen
a
Bn = {(fg)g EBlae An+(i+j)0€ }.

Die Bn sind additive Untergruppen von B mit

B ’.B 2 g B b 2
n’ ' n n’+n
und

S B =B

Wir haben zu zeigen, die Summe auf der linken Seite ist direkt. Seien bn S5 BIl mit

1 1

b +..+b =0,
n n
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wobei die nM paarweise verschieden seien. Wir haben zu zeigen, dall dann bn =0 gilt
w
fur jedes n. Weil A nullteilerfrei ist, gilt dasselbe fur B und wir konnen A als Teilring

von B betrachten. Deshalb gibt es eine natiiliche Zahl n derart, daf3 fur jedes u das
Produkt

“(fp)" (1

w
in A liegt. Es ist dann ein homogenes Element von A des Grades

(nM+(i+j)-Z)+ (i+j)+(n-€) = n, + ().
Weil die nM paarweise verschieden sind, sind auch die Grade der homogenen Elemente

(1) paarweise verschieden. Ihre Summe ist

r r
I b e(f)"=( 3 b)) =0- (f)" =
M:l M M:l M
Damit ist jedes der Elemente (1) gleich Null in A, also auch in B. Weil B nullteilerfrei
ist, ist auch jedes bn gleich 0.

w
Zu (ii). Nach Definition von d konnen wir den Ring A als graduierten Ring mit den
homogenen Bestandteilen
AW =Ay
betrachten,
A= @n =7 A(n).

Es ist derselbe Ring, nur dafl wir alle Grade durch d geteilt haben. Die Grade der
homogenen Elemente f und g unterscheiden sich bezuiglich dieser neuen Graduierung
um 1. In analoger Weise wie oben erhalten wir eine Graduierung von B,

B= @HEZ B(n)

bei welcher ebenfalls alle Grade durch d geteilt sind im Vergleich zur urspriinglichen
Graduierung von B. Die Elemente f/g und g/f sind homogene Elemente von Grad 1
bzw. -1 von B beziiglich der neuen Graduierung. O.B.d.A. sei

i>]
(andernfalls miissen wir im folgenden die Rollen von f und g vertauschen). Dann sind
f/g und g/f homogene Elemente von Grad 1 bzw. -1 bezuglich der neuen Graduierung.

Insbesondere gilt fur jedes n € Z:
B(n)-ég B(n+1) und B(n)-% C B(n-1).

Weil f/g und g/f zueinander inverse Einheiten von B sind, gilt sogar uiberall das
Gleichheitszeichen,

B(n)-é: B(n+1) und B(n)-% = B(n-1).
Damit ist
_ _ iy
B=® _,B=0 _, BO)»Q)
und
fg
BO)®K[ZF=BO)® (@ ez ke

@ B(0)®k-(—) (® und @ kommutieren)
=®

WE7 B(0)- (—) (wegen B(O)®kk = B(0)
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= B.
Zu (iii). B 0 ist als Teilring des Quotientenrings B der nullteilerfreien Algebra ebenfalls

nullteilerfrei. Wir haben noch zu zeigen, B . ist endlich erzeugt uiber k. Dazu reicht es zu

0

zeigen, B, ist eine Faktor-Algebra von B.

0
Weil die ganzzahligen Potenzen des homogenen Elements f/g in paarweise

verschiedenen B(n) liegen, sind sie linear unabhéngig uiber k. Deshalb ist durch

- f f
MTLTH—KH. T T e
ein Isomorphismus von k-Algebren definiert. Damit ist

B/(é- = (B(O)®k[§,%]) / (1®§- 1®1)

= (B(O)®K[T, T 1))/ 1®T - 1®1)
= B(0) ®, (kIT, T (T-1))
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es gilt

KT, T Y/ (T-1) =k, 2)
denn dann ist

B/(é- 1) = B(0) ®kk = B(0)

und B(0) ist als Faktorring von B endlich erzeugt. Beweisen wir also (2). Mit einer
weiteren Unbestimmten S gilt

KT, T 1/ (T-1) = k[T, S]/ (TS - 1, T-1)
=K[T, S]/(S-1,T-1)
= k.

QED.

3.2.16 Aufgabe 3
Verwenden Sie die vorangehende Aufgabe zum Beweis der folgenden Eigenschaften
einer Gm—Operation auf einer affinen Varietat V. Es gibt eine disjunkte Zerlegung
N
V=v Vi
i=0
in irreduzible und lokal abgeschlossene Teilmengen Vi mit

(1) VO ist die Menge der Fixpunkte.

(i) Furi>0 gibt es eine affine Varietat V; , einen Isomorphismus q)i: V’iXk*—)Vi

d:
und eine ganze Zahl di mit q)i(x, t 1-u) = t-q)i(x, u) furx € V’i, t,u € k*.
(iii) Die AbschlieBung von Vi ist fur jedes i1 eine Vereinigung von gewissen Vj'

Bemerkungen
(i) Die Formulierung der Aufgabe bedarf einer Modifikation wie das folgende
Beispiel zeigt. Sei V die disjunte Vereinigung zweier affiner Geraden, sagen wir

V:Z’ UZ”,Z’ %.,Al EZ”
auf denen GIn nicht-trivial operiert, sagen wir

a(t,x’) := td «x’ und a(t, X”) := td x” furt e GIn , X €72, x°eL”

mit von O verschiedenen ganzen Zahlen d’ und d”, und sei



(i)

(iii)

66

N
V=v Vi
i=0
eine disjunkte Zerlegung von V in lokal abgeschlossene und Gm—stabile

Teilmengen von V, wobei V | die Menge der Fixpunkte der Operation sei. Diese

0
Menge besteht gerade aus den beiden Urspriingen von Z’ und Z”’, sagen wir

VO - {0,, 0”}
Wegen
N _
V= U Vi
i=0

gilt dann fur jede irreduzible Komponente Z von V,

N _
Z= U ViﬂZ.
i=0
Die ist eine Darstellung der irreduziblen Menge Z als Vereinigung von
abgeschlossenen Teilmengen. Deshalb gibt es ein in 1 mit

7= Vimz
also Z C Vi. Dabei ist die AbschlieBung Vi der irreduziblen Mengen Vi ebensfalls

irreduzibel (nach 1.2.3 (i)). Als irreduzible Komponente von V ist Z maximal
unter den irreduziblen Teilmengen, d.h. es gilt

Z=V.
Wir haben gezeigt, die Komponenten Z’ und Z” von V sind Abschliefungen von
Mengen der Gestalt Vi’ sagen wir

7 = Vi’ und 72 = Vi”
Nun zerfallt Z’ in die beiden Orbits {0’} und Z’ - {0’} und analog Z” in die Orbits

{07} und Z” - {0”}. Damit gilt

Vi’ =7 -{0’} und Vi” =7"-{07}.
Wiren die beiden AbschlieBungen Vi’ und Vi,, Vereinigungen von Mengen der
Gestalt V., so miten die Mengen {0’} und {0} von der Gestalt V. sein. Diese
sind aber von VO verschieden und nicht disjunkt zu VO. In der beschriebenen
Situation gibt es somit keine Zerlegung der geforderten Art.

Nachfolgend findet sich eine modifizierte (und beweisbare) Formulierung der
Aussage.

Die Zahlen di von Bedingung (ii) sind notwendig von O verschieden, denn

andernfalls wirde Vi aus Fixpunkten bestehen und wire nicht disjunkt zu VO.
Der nachfolgende Beweis macht keinen Gebrauch der Aussage von Aufgabe 2. Es
wire interessant, einen Beweis zu sehen, der sich wesentlich auf diese Aufgabe
stutzt.

Modifizierte Formulierung der zu beweiseneden Aussage
Sei V eine affine Gm—Variet'at. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung

N
V=v Vi
i=0
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in irreduzible und lokal abgeschlossene Teilmengen Vi’ welche als geometrische Raume

isomorph zu affinen Varietaten sind, mit folgenden Eigenschaften.
(1)  Die Menge der Fixpunkte der Gm—Operation auf V ist eine Vereinigung von

gewissen Vi' Insbesondere besteht jedes Vi’ welches einen Fixpunkt enthalt,
ausschlielich aus Fixpunkten.
(i) Fur jedes Vi , welches keinen Fixpunkt enthalt gibt es eine affine Varietat Vi‘,
einen Isomorphismus affiner Varietiten
q>i: V’iXk>*<—>Vi
und eine von 0 verschiedene ganze Zahl di mit

d.
0,0% ¢ L) = te.(x, u) fiir x € V., t, u Ek*.

(iii) Fur jedes i ist die AbschlieBung von Vi Vereinigung von gewissen V.. Mit
anderen Worten, die Zerlegung von V in die Vi ist eine gute Stratifikation mit

Sinne des vierten Anhangs, Definition 4.2.

Beweis. 1. Schritt. Seien V = A" der euklidische Raum k™ und der zur gegebenen
Operation

a: GmXV —V

gehorige Gruppen-Homomorphismus eine rationale Darstellung
rG — GL ,
m n

(d.h. ein Kocharakter von GLn). Dann existiert eine Zerlegung

N
V= v Vi
i=0
in lokal abgeschlossene Teilmengen Vi , welche als geometrische

Raume isomorph zu irreduziblen affinen Varietaten sind, wobei
die Aussgen (i)-(iii) des Satzes gelten. Eine der Teilmengen Vi ,

sagen wir
V.=V
1 0

ist die Menge der Fixpunkte der Operation. Diese Menge ist
abgeschlossen. Es besteht die Implikation

Viﬂvo #* D=V, C Vi.
Die Elemente von Gm sind (trivialerweise) halbeinfach, also sind es auch die Elemente
von r(Gm) (nach 2.4.8(ii)), und zwar sind sie es auch als nxn-Matrizen (nach 2.4.9).

Weil aullerdem je zwei Matrizen von r(Gm) miteinander kommutieren, gibt es eine
Matrix A € GLIl mit A-r(Gm)-A'1 € Dn (nach 2.4.2). Wir konnen r um den

Isomorphismus ©

A mit o A(x) = Awx-A’l abandern, d.h. ersetzen durch die

Zusammensetzung

r OA -1
o,°o1r1G —GL — GL ,rp 1) Aer(t)cA ",
A m n n
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und V durch die Varietit A«V. Dadurch wird r ein Homomorphismus algebraischer
Gruppen, dessen Bild in Dn liegt, d.h. eine Abbildung der Gestalt

o dp dy
r: Gm — GLrl ,T B diag(t “,....t ), (D)
mit ganzen Zahlen dl""’dn'
Falls einige der di gleich Null sind, so konnen wir durch eine Permutation der

Koordinaten erreichen, daf3 die ersten n’ von ihnen ungleich O und alle uibrigen gleich 0
sind,

d,#0,..,d ,#0undd
1 n

und wir konnen die rationale Darstellung

4l dn’+2 - = dn =0,

9

4 n
r':G_— GL ,,tp diag(t *,...,t ),
m n
betrachten. Ist eine zu r’ gehorige Zerlegung
N
r_
A - Ul:O Vl

gegeben, welche den drei Bedingungen des Satzes genuigt, so ist

n_ AT~ n-r _ N n-r
AT = ATAMT = L) VA

eine Zerlegung der gesuchten Art des A™. Die in Aussage (ii) beschriebenen
Isomorphismen sind dabei die Abbildungen

PV XATTKE —s VAT, (3,0 1 (9,00, ),
wenn die q)i die entsprechenden Abbildungen fur die Zerlegung des A’ sind: fur XEV’i,

y€ A" T und t € k*gilt namlich
d.
1

wi(x,y,t *u) =(¢i(x,t

= (r’(t)e q)i(x, u),y) (nach Wahl der ¢i)
=r(t)(¢,(x, u),y)  (wegenr(t) =r’(t)xld)
=r(t)e wi(x,y,u). (nach Definition von wi).

d:
1-u), y) (nach Definition von lpi)

Wir konnen deshalb annehmen, die ganzen Zahlen di in (1) sind samtlich von O

verschieden:
di # 0furi=1,..n. 2)

In dieser Situation zerlegen wir den A™ wie folgt in lokal abgeschlossene Teilmengen.
Fur jedes Element i := {il,...,ir} e Pn der Potenzmenge Prl der ersten n naturlichen

Zahlen (d.h. fur jede Teilmenge i von {1,...,n}) sei

*1

V., ={x=|... ekn|xi:0fur16iundxi;éOfurie;_fi}

X
n

= V(xi .. )M D(]] Xi)
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der Durchschnitt der abgeschlossenen Teilmenge V(xi eeesXe ) von A™ mit der offenen
1 r

Hauptmenge D( ] Xi)' Diese Menge ist lokal abgeschlossen im A", Zum Beispiel ist

i
0

= V(Xl""’xn) ={l: |}
0

V= D(X1°...°Xn) und V

%] {1,....,n}

d:
Bei der Multiplikation mit den von Null verschiedenen Elementen t ! bleiben von Null

verschiedene Koordinaten eines Punktes von A™ von Null verschieden, und sie bleiben
gleich Null, wenn sie es vor der Multiplikation waren. Deshalb ist

Vi eine Gm-stabile lokal abgeschlossene Teilmenge von A™ fur jedes iEPn.

Die Vi sind paarweise disjunkt und jeder Punkt des A" liegt in einem Vi’ d.h.

n_
A =Uiep Vi
n
ist eine Zerlegung des A™ in paarweise disjunkte lokal abgeschlossene Teilmengen.
Auflerdem ist Vi eine offene Teilmenge der irreduziblen Varietat V(xi ""’Xi ), und
1 r
damit irreduzibel,
Vi ist irreduzibel fur jedes i € Pn'

Weil V(Xi ,...,xi ) irreduzibel ist, liegt jede nicht-leere offene Teilmenge dicht, d.h. die

1 r
AbschlieBung von Vi ist gleich

Vi= V(Xil’“"xir) =U; CiC{l,..n} ]
Mit anderen Worten, die AbschlieBung jedes Vi ist eine Vereinigung von Mengen der

Gestalt Vi’ die Zerlegung des A" in die Vi ist eine gute Stratifikation. Es ist Bedingung

(ii1) des Satzes erfullt.
0

Der einzige Punkt | : | von V (1.n} ist ein Fixpunkt bei der Operation von Gm' Wie in
0

Es gibt also ein Stratum, welches nur aus Fixpunkten besteht. Dieses Stratum ist
abgeschlossen, und mit VimVO # O gilt sogar VO C Vi.

Es reicht zu zeigen, dal daB es fur jedes i != {1,...,n} die in (ii) beschriebenen
Isomorphismen gibt. Denn dann gibt es insbesondere keine weieren Fixpunkte und

\Y% (1o} ist die Mengen aller Fixpunkte. Sei also

ie PIl
vorgegeben. Es gilt
V.C V.=V ,..X).
i i i i
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Auflerdem ist mit Vi auch die AbschlieBung V(xi ,...,xi ) von Vi stabil bei der
1 r

Operation von Gm' Wir konnen deshalb zum Beweis den A™ durch den linearen

Unterraum V(xi peeesXs ) ersetzen, d.h. wir konnen uns auf den Fall i = & beschranken,

1 r
d.h. auf den Fall

Vi =D(x ex ) S AR
Der Koordinatenring von Vi hat dann die Gestalt

-1 -1 -1 -1
k[Vi] = k[Tl’Tl ,...,Tn, T, 1= k[Tl’Tl ]®...®k[Tn, T, 1

Die algebraische Varietit Vi ist isomorph zum direkten Produkt von n Exemplaren der
Gruppe Gm’

V.=G "CD CGL.

i m n n
Identifiziert man Vi auf diese Weise mit einer (abgeschlossenen) Teilmenge der GLn’
so ist die Operation von Gm auf Vi gerade durch die Multiplikation von Matrizen
definiert,
Gm X Vi — Vi’ (t, X) b r(t)sx (Matrizen-Multiplikation).
Wir setzen wie folgt die gegebene rationale Darstellung
d d
G —» GL_,re diag(t L.t
m n

(di # 0 furi=1,...,n), mit einem Automorphismus von Vi zusammen, um die

Abbildungsvorschrift von r zu vereinfachen. Sei
d:= ggT(dl,...,dn)

der groBte gemeinsame Teiler der di' Dann konnen wir r als Zusammensetzung

r’ 59
r=r’er:G — G — GL
m m n

schreiben mit
) e d 99 e . al al’l _
r’(t) :==t und r’(t) := diag(t *,....,t ), Q. = di/d ez, te Gm.

Weil der grofite gemeinsame Teiler der o, gleich 1 ist, gibt es ganze Zahlen Bin € Z mit

1

n
i210‘1[3111 =1

Zur Konstruktion des Automorphismus von Vi betrachten wir die Z lineare Abbildung

. n n
p:Z" = E Z-ei — Z, E X.e€. b E X.* O
i=1 i=1 i=1
Die e sollen dabei die Standard-Einheitsvektoren bezeichnen. Nach Wahl der Bin gilt

n
p(bn) = 1 mit bn = 21 Bin.ei’ 3)
d.h. p ist surjektiv und definert eine kurze exakte Sequenz
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0—)Ker(p)—>Zni>Z—>0.

Die Einschrankung von p auf Z-bn ist ein Isomorphismus. Die Sequenz zerféllt und

fuhrt zu einer Zerlegung von Z" in eine direkte Summe
7" = Ker(p) @ Z#b .

Als Untegruppe einer freien abelschen Gruppe Z" ist Ker(p) selbst eine freie abelsche

Gruppe. Wir wihlen ein linear unabhangiges Erzeugendensystem von Ker(p), sagen
wir

Ker(p) = Z-b1+...+Z-bn_1 ,
und erhalten

n n
S Zre, = 7" =Ker(p) ® Z+b_= 3 Zb..
i:l 1=1

Indem wir jedes Element der beiden Basen als Linearkombination der Elemente der

anderen schreiben, erhalten zwei zueinander inverse Matrizen mit ganzzahligen
Eintragen,

(By)- (1) € M (@), (B)(1;) = B,
mit
n n
b.= Y B.ce.unde.= Y y..°b,,
i jzl_]l ] Jogud
wobei die Bij fur j = n mit den oben eingefuhrten Bin ubereinstimmen (auf Grund der

Definition (3) von bl)' Weil die bi fur i < n im Kern von p liegen, gilt

n
S B..ca.=0furi=1,.,n-1. 4)
i=1 ]

Die Eintrage der Matrizen (Bij) und (Yij) definieren k-Algebra-Homomorphismen

, B -1 -1 -1 -1, 0 Yui
Q:K[V, ] =K[T T ..T . T '] —K[T T} ...T . T 1=k[V]T nTM ,
u=1
und
‘k[V.] =k[T T'1 T T'l] k[T T'1 T T_l]—k[V] T ¥ TBVi
11)' i - 1’ 17"'7 na n — 17 17---7 n’ ni— i’ IH l_[ v .
v=1
Wegen
B nﬁvi_n ﬁ._nn Tuv B
P(W(T)) =@([IT ")=T] oT )"vi=T[ [ (T ™)
v=1 ¥ =l v=lu=1 M
n n noog,.:
- nTEv=1Yuvai= T
u=l w u=1 M

=T.
1

und
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n Yui n . n n ﬁVM '
Y((T)) =y([IT ") = [T w(T )ui= [T [T (T "Hui
u=1 a u=1 " u=1v=1 M
n n n .
= ]‘[TEM=1BVMYM1: ]"[Taw
v=l Vv v=1 v
:Ti

Also sind ¢ und v zueinander inverse k-Algebra-Isomorphismen. Sie definieren
deshalb zueinander inverse Isomorphismen afffiner algebraischer Varietiten

SEn
X, u=1 w
cp#:Vi—>Vi, R RN
X1’1 1I_l[ XYMn
\uzl " )
und
n
(v
Xl v=1 v
lp#:Vi—)Vi, U N
XI‘l 1I_l[ Xﬁvn
\v:l M )

Wir kdnnen deshalb Vi durch die isomorphe Varietat w#(Vi) ersetzen. Die Operation
vonG__aufV,,
m i
Gm X Vi — Vi’ (ta X) = r(t)'X,
wird dann zur folgenden Operation von Gm auf lp#(Vi)

G_ <y (v) —vFvo, @0 b s = pFro-et o).
Es gilt
nd
iy I
X t "ex —
1 1 v=1

d d
w#(diag(t 1,...,‘[ M.l ... )=1p#( .. D=

n t H.X 113[ (th'XV)an

v=1



(t) ‘T
[ T ™ex )P v
n
v=1 Y d Ev—l By n Byo
_ _| @) B * 11 (Xv)
n v=1
1—[ ((td)a'\/.xv)ﬁ'\/n
v=I / n
d 2\/=1 ®v*Pyn n Bvn
(t) * 11 (Xv)
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(wegen (3) und (4))

X1

= diag(1,....1, the v ... |)

*1 *1
Wir setzen cp# ... | fur
X X
n n

s(t)e| ...

X
n

#

ein und erhalten (weil ¢” und lp# invers zueinander sind)

X X

= diag(1,....1, t9)

X X
n n

Durch den Koordinatenwechsel bekommt die Darstellung r die Gestalt
rG_— GL ,tp diag(l,..1, dy,

Wenn wir Gm mit dem letzten Faktor von Vi = (Gm)n identifizieren und V’i definieren

als die affine Varietat

s n-1
\Y% (= (Gm) ,

so bekommt die identische Abbildung die Gestalt

(l)i:V iX Gm — Vi , (Xl""’Xn—l’ t) » (t, Xl""’Xn—l’t)'

Fur die gegebene Operation von Gm auf Vi erhalten wir
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_ d.y) = d,
a(t, (Xl""’xn—l’u)) = (Xl""’xn—l’ toeun) = q)i(( Xl""’xn—l)’ teu),

d.h. q)i ist ein Isomorphismus der gesuchten Art.

2. Schritt. Die Behauptung des Satzes gilt, wenn man auf die Forderung verzichtet, daf3
die Vi fur 1 > 0 irreduzibel sein sollen, und anstelle der Bedingung (iii) nur

fordert, daf fur jedes i die Inklusion

Wguwjﬁ

besteht, d.h. die Zerlegung von V in die Vi ist eine Stratifikation im Sinne der

Definition 4.3 des vierten Anhangs sein, wenn man die Index-Menge der 1
wie folgt mit einer Halbordnung versieht.

iqﬁﬂg%
Nach 2.3.9 Aufgabe 2 gibt es ein n, eine abgeschlossene Teilvarietit W C A" einen
Isomorphismus affiner algebraischer Varietiten

0V W (S AD
und eine rataionale Darstellung
rG — GL
m n
mit
¢(a(t,x)) = r(t)*dp(x) fur beliebige t € Gm und beliebige x € V.

Nach dem ersten Schritt gibt es eine disjunkte Zerlegung
N
A= v/ V.
i=0
in lokal abgeschlossenene Teilmengen Vi , welche als geometrische Raume isomorph zu

irreduziblen affinen Varietaten und welche den Bedingungen (i)-(iii) gentigen.
Insbesondere gibt es fur jedes Vi , welches keinen Fixpunkt enthilt eine affine Varietit

V’i und Isomorphismen affiner Varietaten

%Wwiwi
mit
d;
q)i(x, t eu)= t-(j)i(x, u) furx € V’i, t, u € k*.
Wir konnen die affine Varietit V durch deren Bild beim Isomorphismus ¢ ersetzen und
annehmen, daf} V eine abgeschlossene Teilvarietit von k™ ist,
V=wCKk"
Wir bilden den Durchschnitt der obigen Zerlegung von k™ = A" mit V und erhalten eine
disjunkte Zerlegung

N
V:\mmmV) ©)
i=0
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von V in lokal abgeschlossene Teilmengen von V (welche isomorph zu affinen
Varietaten sind)'®.
Weil VO aus den Fixpunkten der Operation von Grn besteht und die ibrigen Vi keine

Fixpunkte enthalten, gilt dasselbe fur VOﬂV und die iibrigen ViﬂV, d.h. Bedinung (i)

ist fur die Zerlegung (5) trivialerweise erfullt.

Weil fur jedes i die AbschlieBung Vi von Vi im An eine Vereinigung gewisser Vj ist
(namlich die Vereinigung aller Vj die ganz in Vi liegen), ist
Vi V= UVj gvi erw
also
N AWV (IO _ _
ViﬂV - Vi (V= Ungvi VjﬂV.
Also ist die Zerlegung (5) ist eine Stratifikation von V.

Weil die fixpunkt freien Mengen Vi der Zerlegung des A™ der Bedingung (ii) gentigen,

sind die Vi stabil unter der Operation von Gm' Weil auch V eine Gm—stabile Teilmenge

von A ist, ist auch der Durchschnitt
ViﬂV eine Gm—stabile Menge.

Deshalb folgt die noch zu beweisenden Aussage aus der des nachfolgenden Schritts.
3. Schritt. Seien X’ eine affine (bzw. guasi-affine*’) Varietat, X eine affine (bzw.
quasi-affine) Gm—Variet'at,
@: X' xk* — X
ein Isomorphimus von Varietaten und d eine von O verschiedene ganze Zahl
mit
Q(x, td-u) =tep(x, u) fur x € X, t, u € k*.
Dann gilt fur jede abgeschlossene (bzw. offene bzw. lokal abgeschlossene)
Gm-stabile Teilvarietat Y C X
¢ (V)= Yokt
mit einer abgeschlossenen (bzw. offenen bzw. lokal abgeschlossenen)
Teilvarietat Y’ C Y. Insbesondere ist die Einschrankung

Y=gl Yok — Y

ein Isomorphismus von Varietiten mit

18 denn der Durchschnitt zweier affiner Teilvarietaten X und Y einer affinen Varietit Z ist (als Varietat)
isomorph zum Durchschnitt
XY = XxY () A der affinen Teilvarietiat XxY von ZxZ mit der Diagonalen A von Z.

Also ist X()Y isomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge der affinen Varietat XxY und damit selbst

eine affine Varietat.
1 Trivialerweise gilt V.|V C V() V. Weil V abgeschlossen ist, ist auch V_{) V abgeschlossen,
i i i

also gilt
VAVC V.M V.
i i

 Eine quasi-affine Varietit ist eine offene Teilvarietit einer affinen Varietit.
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P(X, td-u) =typ(x,u) furx € Y’, t,u € k*.

Weil @ ein Isomorphismus ist, ist auch

-1
Y=gl _ o (Y)—Y
o l(Y)
ein solcher. Es reicht zu zeigen
¢ (V) = Yk
mit Y’ abgeschlossen (bzw. offen bzw lokal abgeschlossen) in Y.

Die Identitat
Y(X, tdou) =tp(x,u) furx €Y', t,u € k*.

ist dann eine Folge der analogen Identitét fur .

Fur (x,u) € cp'l(Y) C X’xk* und t€k* gilt

(X, td-u) =tp(x,u) Ete YC Y
Die Inklusion rechts besteht, weil Y stabil ist unter der Operation von Gm' Damit gilt

(x, tdew) € 7! (Y) fiar beliebige (x,u) € ¢”1(Y) und beliebige tEk*.
Weil k algebraisch abgeschlossen ist, folgt
ks C (V) (S X0xks)
fur jedes x, welches als erste Koordinate eines Paars aus (p'l(Y) auftritt. Zusammen mit
der Inklusion cp'l(Y) C X’xk* ergibt sich,

x,u) € ¢ (V) & x.1) € ¢ L(Y) und u € k*.
also
gl (V) = Ykt
mit
Y =xexixheely).
Als vollstandiges Urbild der abgeschlossenen (bzw. offenen bzw. lokal
abgeschlossenen) Teilmenge cp'l(Y) bei der regularen Abbildung

X — X’xk* x » (x,1),
ist Y’ abgeschlossen (bzw. offen bzw. lokal abgeschlossen) in der affinen (bzw. quasi-
affinen) Varietat X’, also selbst eine (quasi-) affine Varietat.

Bemerkung. Zum Beweis der Behauptung des Satzes bleibt noch zu zeigen, dal} sich
die im zweiten Schritt gefundene Stratifikation zu einer guten Stratifikation verfeinern
1aBt, deren Teile affin und irreduzibel sind. Dazu beweisen wir zunachst eine Variante
des Satzes 4.8 des vierten Anhangs von der Verfeinerung einer Stratifikation eines
noetherschen Raums zu einer guten Stratifikation. Der Beweis dieser Variante ist fast
derselbe wie der des zitierten Satzes.

4 Schritt. Sei V eine Varietit (vgl. die Definitionen 1.6.9 und 1.6.1). Dann kann jede
endliche Partition von V zu einer endlichen guten Stratifikation verfeinert
werden, deren Teile irreduzible affine Varietiaten sind.

Sei
V=ViarVi

eine endliche Partition. Wir fixieren eine irreduzible Komponente Z von V. Wegen
V=UgV;

gilt
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Z=U;g 2N V;.
Rechts steht eine endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von V. Weil Z
irreduzibel ist, gibt es ein 1 mit Z = 7N Vi’ also
7C Vi .
Weil Vi lokal abgeschlossen ist, ist Vi offen in Vi, also

ZﬂVioffeninZﬂVi=Z.

Indem wir von V die von Z verschiedenen Komponenten von V abziehen, erhalten wir
eine nicht-leere offene Teilmenge Z’ von V, welche ganz in Z liegt. Der Durchschnitt

Z’ﬂZﬂVi ist offen in Z’, also offen in V.
Damit enthilt Z () Vi eine offene Teilmenge von V, sagen wir

U offenin Vund U C ZﬂVi.

Als offene Menge ist U Vereinigung affiner offener Mengen. Wir konnen U so
verkleinern, daf U selbst eine affine offene Menge ist. Als offene Teilmenge der
irreduziblen Varietat ist U selbst irreduzibel:

U ist affine offene und irreduzible Teilmenge von V
(also eine irreduzible affine Varietat).

Wir betrachten die folgende Partition von Vi ,

VizU\/Vil\/Vi2

mit
Vil :=(Vi-U)ﬂI_J
Vi2 =((V,-U) N (V-0).

zusammen mit der folgenden Partition von Vi’ fur jedes i’ # 1,

1 1 1
mit
Vil, = Vi,ﬂI_J
2

Vi =V, M (V-U).

Welil die Vi eine Partition von V bilden, bilden Vil und Viz zusammen mit den Vil . Vi2’

eine Partition von

V—U:\/Vlg. (1)

Die Menge V-U ist abgeschlossen in V und echt kleiner als V. Wir wenden noethersche
Induktion an und erhalten eine endliche gute Stratifikation

V-Us= \/OLEA Toc

welche die Partition (1) verfeinert und deren Teile irreduzible affine Varietdten sind.

Nach Konstruktion bilden U und Vil zusammen mit den Vil, eine Partion von U ,
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— 1 1

U—U\/Vi vi’?ﬁivi’ . 2)
Damit ist

V:vaaEATa

eine gute Stratifikation’' von V aus irreduziblen affinen Varietiten, welche die
vorgegebene Partition mit den Vi als Teilen verfeinert.

5. Schritt. Beweis des Satzes.
Nach dem vierten Schritt gibt es eine Verfeinerung der im zweiten Schritt konstruierten
(nicht-notwendig guten) Stratifikation

N

V=v V.,

i=0
welche eine gute Stratifikation aus irreduziblen affinen Varietaten ist. Dabei konnen wir
auf Grund der Existenz der [somomorphismen

d:
¢i: V’i><k>’< — Vi mit q)i(x, t leu) = t-q)i(x, u) fur x € V’i, t, u € k*

die Konstruktion der Menge U im vierten Schritt noch etwas modifizieren.

Es reicht zu zeigen, da3 man durch diese Modifikation zusatzlich zur Affinitit und
Irreduzibilitat auch die Gm—Stabilit'zit von U erreichen kann. Weil die Vereinigung, der

Durchschnitt, die Differenz und die AbschlieBung Gm—stabiler Mengen Gm—stabil ist,

fuhren dann die Konstruktionen des vierten Schritts zu einer guten Stratifikation von V
in affine, irreduzible und Gm-stabile Teilmengen. Auf diese Weise erhalt man also die

gesuchte Stratifikation.
Sei

Z irreduzible Komponente von V.
Aus

N —
V = U1=0 Vl
erhalten wir eine Darstellung von Z als Vereinigung abgeschlossener Teilmengen,
N —_
Weil Z irreduzibel ist, gibt es ein 1 mit Z = ViﬂZ, also
7C Vi.
Wir zerlegen V’i in irreduzible Komponenten, sagen wir
V’i = WIU"'UWn'
Weil k* = Gm irrreduzibel ist, erhalten wir eine Darstellung des Produkts
V’iXk* = W1Xk*U...UWnXk*

als Vereinigung abgeschlossener®” irrreduzibler Teilvarietaten. Nach 1.2.4 (ii) sind alle
irreduziblen Komponenten von V’iXk* von der Gestalt Wj xk*. Da man kein Wj xk* in

?! Die definierende Bedingung an eine gute Partition ist fur jedes T erfullt (nach Wahl der T ) und sie
o o

ist es auch fur U (nach (2)).
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der Darstellung weglassen kann (denn dann konnte man ein Wj in der Darstellung von
V’i weglassen), sind die
W.xk*
J
gerade die irreduziblen Kompoenten von V’iXk*. Weil ¢i ein [somorphismus ist, sind
die
d)i(Wj xk*) 3)

die irreduziblen Komponenten von Vi' Die AbschlieBungen der Mengen (3) sind die
irreduziblen Komponenten von Vi (nach 1.2.9). Weil Z irreduzibel ist, gibt es ein j mit
zC ka*)
Weil Z als Komponente von V eine maximale irreduzible Teilmenge von V ist, folgt
Z= q)i(Wij*).
Weil die Menge q)i(Wij*) stabil ist bezuglich der Operation von Gm gilt dasselbe fur
die AbschlieBung dieser Menge (weil Gm durch Isomorphismen algebraischer

Varietaten also durch Homomorphismen operiert). Wir haben damit gezeigt:

Jede irreduzible Komponente von V ist Gm—stabil.
Als Komponente von Vi ist die Menge (3) abgeschlossen in Vi , also lokal
abgeschlossen in V, also ist
q)i(Wij*) offen in q)i(Wij*) =7Z.
Wir ziehen von (1)i(Wj xk*) die von Z verschiedenen Komponenten von V ab und
erhalten eine in V offene Teilmenge U. Als Differenz von Gm—stabilen Mengen ist diese

offene Teilmenge ebenfalls Gm—stabil,
U offen in V und Gm—stabil, uC q)i(Wij*).
Weil U eine Gm—stabile Teilmenge ist, hat sie die Gestalt
U= q)i(U’Xk*).
(nach dem dritten Schritt).Dabei ist U’ das vollstandige Urbild von U bei der Abbildung

V.S vy o v B v xs g x D
(nach dem dritten Schritt). Insbesondere ist U’ offen. Als offene Teilmenge von V’i

enthédlt U’ eine affine offene Teilmenge. Wir konnen U’ durch diese kleinere Menge
ersetzen. Dadurch wird U durch eine Menge ersetzt die affin, offen und Gm—stabil ist.

Als offene Teilmenge einer offenen Teilmenge von V ist diese kleinere Menge weiterhin
offen in V. Als offene Teilmenge der irreduziblen Menge Z ist sie irreduzibel.
QED.

W xk* ist als vollstandiges Urbild von W bei der naturlichen Projektion V’ xk* — V’,
i i i i

abgeschlossen.
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3.2.16 Aufgabe 4
In der Situation von Beispiel 3.2.5 sei A: Gm — G ein Kocharakter von G := GL(V)

und a unverandert die zugehorige Operation
a:G_xG, (LX) b tx = AMt)exoat) L.
Die abgeschlossenen Untergruppen
PN ={xEGI t]j—IR) tex existiert }.

lassen sich dann wie folgt beschreiben. Es gibt eine Fahne von V, d.h. eine echt
absteigende Kette von Unterraumen

V=Vv,DV,D.

von V derart, dal P(\) die Gruppe der umkehrbaren Automorphismen von V ist,
welche jedes Vi in sich abbildet. Hinweis: man betrachte den Falls G = GLn und A(a) =

diag(a *,...,a ")mith =h,=..=zh

1 2hy=z..=h.
Beweis. 1. Schritt. Der Spezialfall
G= GLn ,

. hy hy,
Ma) = diag(a *,...,a )
mith, =h,=..=2h .

Fur A = (aij) gilt
A = MO)eAMY) ]
hy h hy -
= diag(t 1.t n)-(aij)- diag(t 1,..t D)

h: -h:
= 1. ° J
(t aij t J)

h:-h:
= 1.
(t aij)

Damit gilt
AEPO) o th_% AMt)eA
lim
t—0
&a.=0furh.-h.<0
1) L]

h;-h; o
2= (t J-aij) existiert

(:)aij:Ofurhi<hj.
Wir wahlen r1 ,...,rS derart, daf} gilt r1+...+ rs =n und
(h >) h =..=h

r1+...+1rv_1 r1+...+rv_1+1 r1+...+rV

fur v=1,...,s. Die Bedingungen an die aij bedeuten dann, daf3 A in Blocke zerfallt,

A A AL
0 A, ..A

Ao 2 s |
0 0 ...A
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wobel Aij eine rinj—Matrix mit Eintragen aus k bezeichne. Wir betrachten die folgenden

von den Standart-Einheitsvektoren e erzeugten k-linearen Unterraume des k™.

V. =kee +...+ kee .
1 1 r1+...+ri

Die Bedingungen an die aij bedeuten dann, es gilt
A(Vi) - Vi furi=1,...s.
Fur eine Matrix A € GLrl gilt dann

A € P(\) & die Fahne V = VS D) Vs—l DD VO =0 ist A-stabil.
2. Schritt. Der allgemeine Fall.

Wir fixieren eine Basis von V um V mit dem k™ und G mit einer abgeschlossenen
Untergruppe von GLrl zu identifizieren (vgl. 2.3.7). Die Gruppe Gm ist kommutativ

und besteht aus halbeinfachen Elementen. Dasselbe gilt damit auch fur das Bild MGm)
in GLn (2.4.8(ii)). Nach 2.4.2 gibt es eine umkehrbare Matrix S € GLrl mit

SeMG )STCD
m n
d.h.
_ Ao g
(080)\.)(0— SeA(t)eS™" =diag(a *,..,a H)furteE Gm.
Durch geeignetes Permutieren der Koordinaten erreichen wir
h.=h,=..=h .
1 2 n
Es gilt
AEPR) <+ M A®eA existiert

& t]j_I>r(l) S-Mt)-A-S‘1 existiert (S ist umkehrbare Matrix)
& M Snn)s(seAssT) existiert

Weil die Zusammensetzung von A mit der Konjugation bezuiglich S die Gestalt des
Kocharakters im ersten Schritt hat, erhalten wir

A EP() & die Fahne V=V DV_, D .. DV, =0ist S-A+S -stabil
o S-A-S'I(Vi) C V. firi=0,.s
o A-S'l(Vi) C A-S'l(Vi) fiur i=0,....

e v=stv)Dslv D .. Dsv)=0ist A-stabil
QED.

3.2.16 Aufgabe 5
Eine affine Einbettung eines Torus T ist ein irreduzibler affiner T-Raum V, welcher T
als offene Teilvarientat enthalt,
T & V (offene Einbettung),
wobei die Operation
TV —>YV
die Produkt-Abbildung
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TxT—T

fortsetzt. In dieser Situation heifit V toroidale Varietit (toric varietiy).

(1)  Es gibt eine endlich erzeugte Unterhalbgruppe S von X := X*(T), welche X
erzeugt und fur welche k[V] isomorph ist zur Halbgruppen-Algebra k[S].
Hinweis: man betrachte k[V] als T-stabilen Unterraum des Koordinatenrings k[T]
des Torus.

(1)  Fur jede Unterhalbgruppe S von X, mit der in (i) beschriebenen Eigenschaft gibt
es eine aquivariante Einbettung der toroidalen Varietat V mit k[ V] = k[S]. Diese
ist eindeutig bis auf Isomorphie von T-Raumen.

Fur weitere Informationen zu toroidalen Varietiten siche Oda [1].

Bemerkung

Welil k[ V] das Einelement enthilt, d.h. den trivialen Charakter, sollte es oben Monoid

statt von Halbgruppe heif3en.

Beweis. Zu (i). Sei

LTV
eine Torus-Einbettung. Weil V irreduzibel ist und T offen in V, ist T eine dichte
Teilmenge von V. Deshalt induziert die Einbettung einen injektiven k-Algebra-
Homomorphismus

i*k[V] & K[T].
Nach Definition besteht ein kommutative Diagramm
1xi
TXT & TxV

o e 0
i
T &V
mit pu als der Multiplikation des Torus und a der Operation von T auf V. Die Operation
von T auf k[ V] definiert auf k[ V] eine graduierte Struktur

k[V] = ®XEX* (T) k[V]X 2)
mit
k[V]X = {fEK[V] | s(t)ef =x(t)f fur jedes t E t}
(vgl. 3.2.13).
Speziell fur V =T erhalt man die analoge Zerlegung von
k[T] = ®x6X*(T) k[T]X 3)

Die Operation von T auf k[T], welche von der Operation von T auf sich selbst durch
Multiplikation kommit, ist gegeben ist durch

T — GLK[T]), t & s(b),
mit
sODx) = ("1 ,x)) = £ 1x) fur tx € T und f € K[T].
ist f ein Charakter, f = y€X*(T), so gilt

(sO0x) =%t %) = x(® o),
d.h.

sy = %07 x.
Insbesondere gilt

key, CKI[T]

Nach 3.2.3(ii) bilden die Charaktere von T eine k-Vektorraumbasis von k[T],

KIT] = ®, cyuep) K%

Vergleich mit (3) zeigt,
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k[T]_X = key fur jedes x€X*(T).

Wenn wir k[V] mit seinem Bild bei i* in k[T] identifizieren, so erhalten wir wegen der
Kommutativitit des Diagramms (1),

k[V]_X = k[T]_X (Y K[V]=keyx (N K[V]
(auf Grund der Definition von k[V]X und k[T]X). Insbesondere ist k[V]_X
eindimensional oder gleich 0. Genauer:

K[V] = key falls x€k[V]
X |0 sonst

S = {xeX*(T) | x&k[V]}.

Weil k[ V] eine k-Algebra ist (und insbesondere den trivialen Charakter 1€k[V] enthilt),
gilt

Sei

X, X ES =y +x’ESund 0 € S,
d.h. S ist ein Monoid. Nach Konstruktion ist

k[V] = @XES k[V] = @XES key.
Insbesondere ist S eine k-Vektorraumbasis von k[ V] und die Addition in S entspricht
der Multiplikation von k[V], d.h. der Koordinatenring von V ist gerade
k[V] =k[S]
die Halbgruppen-Algebra von S. Weil k[ V] endlich erzeugt ist, ist S als Monoid endlich
erzeugt. Weil T offen ist in V, haben T und V denselben rationalen Funktionenkorper,
k(V) =k(T).

Insbesondere liegt jeder Charakter von T in k(V), d.h. fur jedes x& X*(T) gibt es
regulare Funktionen

f= C Kyt X und g = dlo)(1+...+dr-xr mit % €S, Ci’di mit

_f
X g
d.h.
gey =1.

Wegen der k-linearen Unabhédngigkeit der Charaktere gilt Xi-xE{ Xpoeees Xr} fur jedes 1
mit ¢ # (. Damit hat  die Gestalt Xi/Xj’ d.h. ¢ liegt in der von S erzeugten Gruppe.

Da dies fur jedes x € X*(T) gilt, ist
X*¥(T)=<S>

die von S erzeute Gruppe.

Zu (ii). Weil die Charaktere von T eine k-Vektorraumbasis von K[T] bilden (nach
3.2.3(ii)) bilden ist
k[S] eine Teilalgebra von k[T].



84

Weil S endlich erzeugt ist, ist k[S] eine endlich erzeugte k-Algebra. Als Teilalgebra von
k[T] ist k[S] reduziert, also von der Gestalt

K[S]=k[V]
mit einer affinen algebraischen Varietat.

Nach Voraussetzung wird X*(T) von S erzeugt, d.h.
X*(T)={a-blab € S}.

AuBerdem soll S endlich erzeugt sein, sagen wir von A @ € S. Mit
X =ama
kann man dann jedes Element von X*(T) in der Gestalt
a-ney
schreiben mit a € S und n eine naturliche Zahl. Deshalb gilt
k[T] =k[X*(T)] (Gruppen-Algebra)
= k[S]X (Quotientenring bzgl. der Potenzen von )

=k[V] ,
[]X

d.h. T 146t sich mit der offenen Hauptmenge D() von V identifizieren. Deshalb
definiert die natiirliche Einbettung

K[S] & K[T]
der Koordinatenringe eine regulare Abbildung

T— S,
welche T mit einer offenen Hauptmenge identifiziert.

Weil k[V] = k[S] als k-Vektorraum von den Charakteren von S C X*(T) erzeugt wird
und weil die Operation von T auf sich selbst durch Multiplikation

wTxXT — T, (X,y) & Xy,
auf

KIT] = @, cyspy KX

eine Operation induziert, bei welcher die 1-dimensionalen Unterraume ke stabil sind,

ist auch k[S] = k[V] als direkte Summe solcher key stabil, d.h. fur die durch n
induzierte Operation

s: T— GLX[T)D
gilt s(t)(k[V]) C k[ V], also

w*(k[V]) © k[T]®k[V]
(vgl. 2.3.6 (ii))*’. Damit besteht ein kommutatives Diagramm von k-Algebra-
Homomorphismen
1®i1*
K[T]|®K[T] «— k[T]®K[V]
k %
o

K[T]  «—  k[V]

 Das fur endlich-dimensionale k-linere Unterraume von k[T] bewiesene Kriterium funktioniert auch fur
unendliche Dimensionen.
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Dabei bezeichnet i* die natuirliche Einbettung des Unterraum k[ V] in k[T] und a* die

Einschrankung von pu* auf k[V]. Wir gehen zu den induzierten Abbildungen affiner
algebraischer Varietiten iiber und erhalten ein kommutatives Diagramm

1xi
TXT & TxV

A @
i
T &V
von reguldaren Abbildung. Damit ist a die Fortsetzung der Operation von T auf sich
durch Multiplikation auf a. Weil die offene Menge T von V in der irreduziblen Varietit

V dicht liegt, ist die Fortsetzung a von u durch u eindeutig bestimmt und ebenfalls eine
Operation.
Wegen k[ V] = k[S] ist V bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wegen der

Kommutativitat von (4) und weil T dicht liegt in V, ist a durch w und i eindeutig
festgelegt.
QED.

3.3 Additive Funktionen

In 3.1 wurde bewiesen, dall jede kommutative lineare algebraische Gruppe G die
Gestalt

G= GS X Gu
hat mit einer diagonalisierbaren abelschen Gruppe GS und einer unipotenten abelschen
Gruppe Gu' In 3.2 haben wir einen vollstindigen Uberblick gewonnen uber alle

diagonlisierbaren linearen algebraischen Gruppen: zu jeder vorgebenen endlich
erzeugten abelschen Gruppe X (die im Fall einer positiven Charakteristik p des
Grundkorper keine p-Torsion haben darf) gibt es bis auf Isomorphie genau eine
abelsche unipotente Gruppe mit der Charaktergruppe X.

Eine @hnlich vollstindige Ubersicht gibt es auch im unipotenten Fall. Allerdings muf}
man dann anstelle der von uns betrachteten linearen algebraischen Gruppen affine
Gruppen-Schemata zulassen, d.h. algebraische Gruppen, deren Strukturgarben
nilpotente Elemente besitzen durfen. Die unipotenten abelschen Gruppen-Schemata
entsprechen dann den Moduln endlicher Lange uber dem Dieudonné-Ring. Dies ist ein
nicht-kommutativer Ring, der den Witt-Ring des (algebraisch abgeschlossenen)
Grundkorpers enthdlt und von zwei Elementen erzeugt wird. Leider ist diese Theorie
jenseits der Moglichkeiten dieser Vorlesung. AuBlerdem wiirde uns die Theorie von
unserem eigentlichen Ziel, der Klassifikation der halbeinfachen und der reduktiven
linearen algebraischen Gruppen mit Hilfe von Wurzelsystemen, entfernen.

Wir beschranken uns deshalb auf einen Kompromis, namlich auf die Klassifikation der
elementaren unipotenten Gruppen. Die Klassifikation ist in der Charakteristik 0
vollstandig und ignoriert einige Falle bei positiver Charakteristik. Trotzdem ist die
Behandlung des unipotenten Falls aufwendiger als die des diagonalisierbaren. Wir
beginnen deshalb mit einem separaten Abschnitt, der sich ausschlieBlich mit den
additiven Funktionen beschiftigt, die im unipotenten Fall dhnlich bedeutsam sind, wie
die Charaktere im diagonlisierbaren Fall.

Auch im nachfolgenden Abschnitt, der sich mit den elementaren unipotenten Gruppen
beschéftigt, wird es die meiste Zeit um die additiven Funktionen gehen. Eine
Anwendung ist die Klassifikation der elementaren unipotenten Gruppen. Als eine
Folgerung erhalten wir eine vollstaindige Ubersicht uber die zusammenhdngenden
linearen algebraischen Gruppen der Dimension 1. Letztere ist das eigentliche Ziel dieses
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Kapitels. Alle anderen Ergebnisse finden sich hier hauptsachlich deshalb, weil sie sich
ohne groflen zusatzlichen Aufwand beweisen lassen.

3.3.1 Defintionen, Bezeichnungen und Konstruktionen

3.3.1A Begriff der additiven Funktion

Eine additive Funktion auf einer linearen algebraischen Gruppe G ist ein
Homomorphismus von algebraischen Gruppen

:G— G .
a

Bemerkungen
(i)  Die additiven Funktionen auf G bilden (als Funktionen mit Werten in Ga =k)

einen k-linearen Unterraum
A =A(G)
des Koordinaten-Rings k[G].

(i) Ist F C k ein Teilkorper des Grundkorpers k und G eine F-Gruppe, so bezeichne

AF) = AG)[F] (C AG)
die Menge der uiber F definierten additiven Funktionen auf G. Dies ist ein linearer

Unterraum des F-Vektorraums F[G]. Fur jedes f € F[G] sind die folgenden
Aussagen dquivalent.
(a) f e A(G)(F).
(b) Af=f®1 + 1®f.
Dabei bezeichne A die Komultiplikation von G.
(iii) Ist G eine F-Gruppe, so ist A(G)(F) eine F-Struktur von A(G), d.h. die
naturliche Einbettung
A(G)(F) & A(G)
induziert einen linearen Isomorphismus von k-Vektorraumen

k®F A(G)(F) i A(G)

(iv) Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k von Null verschieden,
p >0,
so ist die p-te Potenz einer addiven Funktion erneut eine additive Funktion auf G.
Diese Tatsache ist der Grund fur die Einfuhrung eines Rings, tiber welchem der
Vektorraum A ein Modul ist.
(v) Seien Gl und G2 zwel lineare algebraische Gruppen und

ql: G1 — G1XG2, X B (x,ez),

q2: G2 — Glez, y g (ela y),
die eindeutig bestimmten regularen Abbildungen mit
{id fur i=j

p ei sonst

9=

wobei p;: Gl xG, — Gi die Projektion auf den i-ten Faktor und e das neutrale

2
Element von Gi bzw. die konstante reguldre Funktion mit dem einzigen Wert e,
bezeichne. Dann ist die Abbildung

(P:‘A(Glez) — ‘A(Gl) @ ‘A(Gz)a f = (foq19 f°q2)

ein wohldefinierter k-linearer Isomorphismus mit der Umkehrung
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Y1 AG)) ® AG,) — AG %G, (£, 2) b ((6) b () + g(y).
Beweis. Zu (i). Jede additive Fumkton f: G — Ga induziert als regulare Abbildung

einen k-Algebra-Homomorphismus

% K[T] = k[G ] — KIGI, (G, =k Pooe ey
Dabei bezeichnet T eine einzelne Unbestimmte (vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Insbesondere gilt
f*(T) € k[G]. Das Polynom p =T ist als Abbildung k — k gerade die identische
Abbildung, d.h. es gilt
f*(T) = Tef = Idof =,
Damit ist f = £*(T) € k[G] ein Element des Koordinatenrings von G. Wir haben
gezeigt, die Menge der additiven Funktionen ist eine Teilmenge der Koordinatenrings,
A(G) C K[G].
Eine Funktion des Koordinatenrings k[G] ist eine regulare Abbildung
f:G— k= Ga'
Siﬁ ist gqlllau dann eine additive Funktion, wenn sie ein Gruppen-Homomorphismus ist,
.h.es gilt

A(G) = {f EK[G] | f(x+y) = f(x) + f(y) fur x,y EG }

Aus dieser Beschreibung lesen wir ab, A(G) ist ein k-linearer Unterraum von k[G].
Zu (ii). Nach Definition gilt

A(G)(F) = A(G) ( FIG].

Weil A(G) nach (i) ein linearer Unterraum des k-Vektorraums k[G] ist, ist der
Durchschnitt ein F-linearer Unterraum von F[G]. Sei jetzt

f € F[G]
eine Uber F definierte regulare Funktion auf G (also insbesondere eine regulire

Abbildung G — k = Ga). Dann ist f genau dann eine additive Funktion auf G, wenn

das folgende Diagramm kommutativ ist.

xf
GxG — G xG
a a

ol
G — Ga

Dabei sollen die vertikalen Abbildungen die Gruppen-Multiplikation bezeichnen. Die
Kommutativitat dieses Diagramms ist dquivalent zu der des zugehorigen Diagramms der

Koordinatenringe und k-Algebra-Homomorphismen
f*@f*

k[G]®kk[G] «— k[Ga]®kk[Ga] =k[T]®kk[T]

AT ) Ta,
k[G] «— k[Ga] =k[T]
Die vertikalen Abbildungen sollen dabei die Komultiplikationen von G bzw. Ga

bezeichnen. Die Komulitiplikation von Ga ist der k-Algebra-Homomorphismus mit

Aa(T) =1®T +T®1
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(vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Der k-Algebra-Homomorphismus f* ist durch dessen Wert f an
der Stelle T gegeben. Die Kommutativitat des Diagramm ist Aquivalent zu der
Bedingung
A(fX(T)) = (f*®f*)(Aa(T).
d.h. zu
A(f*(T)) = ((F*OFF)(1XT+T®1) = 1&@F*(T) + f*(T)®1,
also zu

A(f) = 1®f + f®1.
Wir haben gezeigt, f € F[G] ist genau dann additiv, wenn Af = 1®f + f®1 gilt, d.h. f
liegt genau dann in A(G)(F[G] = A(G)(F), wenn Bedingung (b) erfullt ist.
Zu (iii). Nach Bemerkung (ii) gilt
AG) ={fEK[G] I A(f) = 1®f + f®1 }
= Ker(p:k[G] — k[G]®kk[G], fp A(f) - 1®f + f®1 }

Weil G eine F-Gruppe ist, ist A: k[G] — k[G]®kk[G] uiber F definiert, d.h. von der
Gestalt

A= k®FAF

mit einer F-linearen Abbildung

AF: FIG] — F[G]@FF[G].

Damit hat ¢ die Gestalt k®ch mit der F-linearen Abbildung

Pg FIG] — F[G]@FF[G], f AF(f) - 1®f + f®1.
Als exakter Funktor kommutiert k®F mit Kernen, d.h. es ist
A(G) = Ker(¢)
= Ker(k@Fch)
= k®FKer(ch).
Damit wird A(G) als k-Vektorraum von Elementen aus
Ker(pp) C FIG]

erzeugt, d.h. von additiven Funktionen von G, die uber F definiert sind, ndmlich von
Elementen aus

Ker(pp) & AG)(F) (&< FIG])
Aus den naturlichen Einbettungen
Ker(ch) S A(G)(F) & FIG]

erhalten wir durch Anwenden des Funktor k®F die injektiven k-linearen Abbildungen
A(G) = k®FKer(ch) S k®FA(G)(F) S k®FF[G] = k[G].
Wegen A(G)(F) C A(G) und weil A(G) ein k-Vektorraum ist, liegt das Bild des

Tensorprodukts k®FA(G)(F) bei der rechten Inklusion ganz in A(G), d.h. wir haben

injektive k-lineare Abbildungen
A(G) = k®FKer(ch) S k®FA(G)(F) S A(G).

Deren Zusammensetzung die ist identische Abbildung. Die Injektionen sind sogar
Bijektionen und die naturliche Einbettung
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A(G)(F) & A(G)(k)
induziert einen Isomorphismus

k®LAG)(F) — AG)(K).
Zu (iv). Fur f € A(G) gilt
AP) = (AP P (A ist ein k-Algebra-Homomorphismus)
= fR1+1®f)P (nach Bemerkung (ii) mit F = k)
= (f®1)P+(1®H)P (die Charakteristik von k ist p > 0)
=fP®1 +1®fP (Definition der Multiplikation in k|G]®k[G])

Nach Bemerkung (ii) ist fP eine additive Funktion.

Zu (v). 1. Schritt. Die Abbildung ¢ ist eine korrekt definierte k-lineare Abbildung.
Weil die q, Homomorphismen von linearen algebraischen Gruppen sind, sind fur jede

additive Funktion

f: G1XG2 — Ga

die Zusammensetzungen foqi: Gi — Ga additive Funktionen. Damit ist
cp‘A(Glez) — ‘A(Gl) @ ‘A(Gz)’ f g (f°q1a f°q2)
eine korrekt definiert Abbildung. Fur f, g € A(G1 XG2) und c,d € k gilt

@(cef+deg) = ((c-f+d-g)°q1, (c-f+d-g)°q2)
= (C-f0q1+d-goq1, Cofoq2+dogoq2)
= ce(feq,, foq,) +d- (g°q . g°0,)
= coq(f) + d-g(g).
Wir haben gezeigt, die Abbildung ¢ ist linear.

2. Schritt. Die Abbildung 1 ist wohldefiniert.
Seien

fE€AG,) (S KIG, D) und g € A(G,) (S KIG,D.
Wir haben zu zeigen, 1(f,g) ist eine additive Funktion von G1XG2. Nach Definition
gilt
Y(£,2)(x.y) = f(x) + g(y)
= f(p, (x.y)) + g(p,(x.y))

k %
= (O +p@)x.y),
also

* *
Y(f,g) =p1(® +py(0) EKIG *G, ],
d.h. y(f,g) ist eine auf G1 XG2 reguldre Funktion. Weiter gilt fur beliebige Punkte x,x’
S G1 und y,y’ € G2:

Y(ED((xy)(x7y") = pEL(xX", yy’))
=f(xx’) + g(yy’) (nach Definition von 1)
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=f(x) + f(x*) + g(y) + g(y’) (f und g sind additive Funktionen).
= (f(x) + g(y)) + (f(x")+g(y’)) (Ga ist eine abelsche Gruppe)
=y(f,g)x,y) + pE,2)(x’, y’) (nach Definition von )
Wir haben gezeigt, Y(f,g) ist eine additive Funktion auf G1 XG2, d.h. v ist korrekt
definiert.
3. Schritt. ¢ und 1 sind zueinander invers.
Furf € A(GIXG2)’ X E G1 und y € G2 gilt
Y@D)x.y) = (feq,, foq,)(x.y) (nach Definition von ¢
= foql(x) + f°q2(y) (nach Definition von )
= f(x,ez) + f(el,y)
= f(x,ez)-(e1 ) (f ist additv)
= f(x.y),
also Y(@(f)) = f fur jedes f also
Yo = id.

Weiter gilt fur f € A(Gl), ge ‘A(G2)’ X E G1 undy € G2:
e(p(t.e) = WE.grq, v(f.geq,) (nach Definition von ).
Dabei ist

lp(f,g)oql(x) = w(f,g)(x,e2) (nach Definition von ql)
=f(x) + g(ez) (nach Definition von )
=f(x)+0 (g ist additiv)
= f(x).
Da dies fur jedes x € G1 gilt, folgt
Y(feeq, =t
Analog ist
w(f,g)°q2(y) = lp(f,g)(el ,y) (nach Definition von q2)
= f(el) + g(y) (nach Definition von )
=0+ g(y) (f ist additiv)
= g(x).
fur jedes y € G2, also
Yt.geq, =g

Zusammen erhalten wir
e(p(tg) = (E.e)eq,, v(f.g)eq,)

= (f.g)
fur beliebige € A(Gl) und g € A(Gz), also

oy =1id.
Wir haben gezeigt, ¢ und y sind zueinander inverse Abbildungen.
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QED.

3.3.1 B Konstruktion des Rings R = R(F)
Sei F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k. Wir nehmen zunachst
an, die Charakteristik p des Grundkorpers k ist positiv,

p>0.

Wir bezeichnen dann mit ¢ den Isomorphismus

¢:F:Fp,x ~ xP.
Wir definieren einen Ring
R = R(F),
dessen additive Gruppe die additive Gruppe des Polynomrings
F[T]
uber F in der Unbestimmten T ist. Seine Multiplikation sei definiert durch

(S a.THhe(S b T) := 3 a.¢l(b, )T,
o ~ ] i i ]
Ist G eine F-Gruppe, so definieren wir auf dem F-Vektorraum
A(F) = A(G)(F)
der additiven Funktionen von G, welche uber F definiert sind (vgl. 3.3.1 A), wie folgt
die Struktur eines Moduls uber dem Ring R = R(F).

. 1 .
. 1. = op ) . 1
(%aiT)f. %aif furfEA(F)und%aiT € R(F).

Im Fall p =0 setzen wir
R =R(F) :=F.
Bemerkungen

(i) R ist ein assoziativer Ring. Dies gilt auch fur den Fall, dal ¢ ein beliebiger
Isomorphismus F — F’ auf einen Teilkorper F* von F ist. Der Ring ist nicht
kommutativ auBler im Fall p =0 und im Fall, da3 ¢ die identische Abbildung von

F ist. Im Fall ¢(x) = xP bedeutet dies, F besteht aus genau p Elementen.**

(i)  Durch die Multiplikationsvorschrift (1) bekommt A(G)(F) tatsachlich die Struktur
eines R(F)-Moduls.

(ii1) Der Teilkorper F von R liegt, im Fall ¢ # Id nicht im Zentrum von R.
(iv) Die gewohnliche Grad-Funktion auf dem Polynomring F[T] hat auch bezuglich
der neuen Multiplikation die uiblichen Eigenschaften. Zum Beispiel ist
deg(p+q) = deg(p)+deg(q)
und
deg(p+q) = max{deg p, deg q}
fur p, q € R, wobei in der Ungleichung das Gleichheitszeichen gilt, falls die
Grade der beiden Polynome p und q verschieden sind.
(v) Der Ring R ist nullteilerfrei.
(vi) Sei G eine F-Gruppe und A(G) ein endlich erzeugter (linker) R(k)-Modul. Dann
ist auch A(G)(F) ein endlich erzeugter (linker) R(F)-Modul.
Beweis der Bemerkungen. Zu (i). Auf Grund der Definition sind nur diejenigen Ring-
Axiome zu uberprufen, in welchen die Multiplikation vorkommt. Direkt aus der
Definition der Multiplikation liest man ab, daf} die Distributivgesetze gelten und die
Multiplikation mit 1 die identische Abbildung auf R definiert. Es bleibt also nur das
Assoziativgesetz der Multiplikation.

* Die Gleichung 0 = xPox= x-(xp_l-l) hat in F genau p Losungen.
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1. Schritt. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation.
Fur R erhalten wir

(3 a3 b T3 ¢,TE) = (3 a4y T3 ¢ 16))
i FEE i ! ¢
- a..¢i(b.).¢i+j( CZ) ,Ti+j+é
.1 J
il
=3 ai-¢i<bj-¢i<cg>>-Ti+j+5
iid
= (S a.THe(S b.-pl(c Z)-Tj"'é)
LA
Js
= (S aTH+((3 b TS ¢ ZTé)).
A

2. Schritt. R ist nicht kommutativ auBler im Fall ¢(x) = x.
Es gilt
T'(bT) = ¢'(b)«T' ™) = (¢ (b)) T".
Das Kommutativgesetz wiirde fordern, ng
¢'(b)=b
gilt fur jedes bEF und jedes i, d.h. ¢ mite die identische Abbildung sein.
Zu (i1). Wir im Fall des Rings R(R) sind nur die Rechengesetze zu uberprifen, in denen

die Multiplikation vorkommt (weil A(G)(F) ein k-Vektorraum ist). Direkt aus der
Definition der Multiplikation liest man ab, daf} die Distributivgesetze gelten (denn die

Muiltiplikation ist bilinear tiber k) und da8 die Multiplikation mit 1 € R(F) auf A(G)(F)
die identische Abbildung definiert. Damit ist der Beweis wieder auf den Beweis des

Assoziativitatsgesetzes der Multiplikation reduziert. Die Rechnung fur A(G)(F) ist fast
dieselbe wie im Fall des Rings R(F).

> a.Ti)o(E b.Tj))-f =(3 a_.(b.)Pl.Ti"‘j)).f
it g
=3 a..(b,)Pl.fPlJrJ
ij '
=33 a‘.(b..f]!ﬂ)Pl
it
= (3 a,The(3 beP)
i J

= (3 aTHe((S b.THef).
i ! j

Zu (ii1). Die Aussage ergibt sich aus dem zweiten Schritt im Beweis von (i), wenn man
dort j = O setzt.
Zu (iv). Aufer fur die Identitat

deg(p+q) = deg(p)+deg(q)
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spielt die Wahl der Multiplikation in den Aussagen keine Rolle. Es reicht diese Identitat
zu beweisen. Fur

p=3aT undq=3 bjTj
; :

J
gilt nach Definition des Produkts

Peq = (3 T3 b,
i J
e i it
=3 a ¢1(bj) T,
L]
also .
deg(p+q) =max {i+j | ai-q)l(bj) #= 0}

= max {i+j |2, # 0 und q)i(bj) = 0}
= max {i+j | a, # 0 und bj # 0}.
Dies ist aber gerade der Grad des Produkts im gewohnlichen Polynomring F[T].

Zu (v). Seien p, q € R(F) von Null verschiedene Elemente. Wir haben zu zeigen, auch
das Produkt ist ungleich Null,
peq #= 0.
Sind p und q vom Grad Null, so ist dies der Fall, weil F als Korper nullteilerfrei ist. Ist
mindestens einer der Faktoren vom Grad > 0. so ist auch der Grad
deg(p+q) =deg p +deg q >0,
also psq von Null verschieden.

Zu (vi). Nach Voraussetzung gibt es Elemente f 1,...,fr € A(G) mit
A(G) = R(k)-f1+...+R(k)-fr. (1)
Wegen
k®LAG)F) — AG)K)
gibt es Elemente ?1 ,...,T S € A(G)(F) und cijEk mit
S ~Y s ~Y
f.= Yc.of.€ Ykef.
fur i = 1,...,r. Es folgt
r
AG) =3 R(k)-fi (nach Wahl der fi)
i=1
r s -
C Y R(k)* 3 ke f. (nach Wahl der f )
=1 =1 !
= J_
S
C S R(k)keT. (die Multiplikation ist bilinear iiber k)
=1 :
S
C S RK)-f i (wegen R(k)*k & R(k)*R(k) & R(k))
=1

Damit wird A(G) als R(k)-Modul von endlich vielen Elementen aus A(G)(F) erzeugt.
Wir konnen in (1) also annehmen,
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fl""’fr € A(G)(F). 2)
Wegen (1) hat jedes Element f € A(G) die Gestalt
r
f= 21 aifi mit a, € Rk).
Wegen R(k) = k®FR(F) hat jedes a, die Gestalt
N
= Y d..or.. mitd..€k und r.. € R(F).
izl ij ij ij ij
Damit gilt
r N
f d..
zl le ij 1_] 1
r
ey E d -R(F) f
i=1 j=1
N
cy d -M
J=1
mit

r
M:= ‘E R(F)ofi s
1=1
also
f e k®FM,

wenn wir den Modul k®FM mit dessen Bild bei der Abbildung
k®FM — k®FA(G)(F) = A(G), c®m i cem,

identifizieren. Weil dies fur jedes f € A(G) gilt, folgt
AG) C k®FM.
Wir haben gezeigt, die naturliche Einbettung
M & A(G)(F) G)
wird durch den Funktor k®F in eine bijektive Abbildung

k®M — k® A(G)(F)
iberfuhrt.” Weil k treuflach iiber F muB bereits (3) surjektiv sein*®, d.h. es gilt

r
AGEF) =M= Y R(F)-fi.
i=1
Mit anderen Worten, A(G)(F) ist ein endlich erzeugter Modul uber R(F).
QED.

3.3.2 Lemma: der euklidische Algorithmus fur R(F)

Seien F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k und ein G eine
lineare algebraische Gruppe (uiber k). Die Charakteristik p des Grundkorpers k sei
ungleich Null,

» Unser Argumente zeigen, die Abbildung ist surjektiv. Sie ist injektiv, weil k flach ist tiber F.
% siehe auch Bemerkung 1.3.7 B (iv).
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p>0.
Weiter seien a, b € R = R(F) Elemente mit deg a > 0.

(i)  Es gibt ein eindeutig bestimmte Elemente ¢,d € R(F) mit
b=ca+dunddeg d<dega.

(i) Ist F perfekt (d.h. FP = F), so gibt es eindeutig bestimmte Elemente ¢, dER(F)
mit
b=ac+dund degd<dega.
Beweis. Die Aussagen sind trivial, falls die Charakteristik p des Grundkorpers k
gleich Null ist (denn dann ist R(F) = F). Sei also
p>0.
Bezeichne

¢F—Fxp xP
die in 3.3.1 B eingefuhrte Abbildung.
Zu (i). Die Eindeutigkeit von ¢ und d.
Seienc, ¢’, d, d” € R(F) mit
b =ca+d =c’a+d’ und deg d < deg a und deg d’ < deg a.

Dann gilt
ca+d=c’a+d’,
also
(c-cHa=d-d’.
Im Fall c-¢’ # 0 wurde
deg a = deg(c-c’) +dega=deg (d-d’) <dega

gelten, was nicht moglich ist. Also gilt

c=c’
und damit auch

d=d".
Existenz von ¢ und d.
Im Fall deg b < deg a konnen wir ¢ =0 und d = b setzen. Betrachten wir den
verbleibenden Fall

deg b = deg a. (1)
Als Element von R(F) haben a und b die Gestalt

n .
a= Yy aiT1 mit n = deg a, aiEF

i=0
und
N .
b= I b.TJ mit N = deg b, b.€F.
i=0 J J
Die Polynom b und

n . .
N-n,, _ ol N-n+1
T a= 2 CN_n ¢ (ai)T
1=0
haben dann denselben Grad. Es gibt also ein ¢ € F derart, dall b und ce TN,
dasselben hochste Glied besitzten, also
deg (b-ce TN_n-a) <degb
gilt. Falls (1) gilt, konnen wir also von b ein linksseitiges Vielfaches von a so abziehen,
daf sich der Grad verkleinert. Wir konnen dies solange tun, bis der Grad der Differenz
kleiner als deg a wird, d.h. es gibt ein ¢ € R(F) mit
deg (b - cea) < deg a.
Mit d :=b - cea gilt dann die Behauptung.
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Zu (ii). Die Argumentation ist im wesentlichen dieselbe wie beim Beweis von (i). Beim
Exiatenzbeweis miissen wir jedoch a von rechts mit einer Potenz von T bzw. mit einem

Element ¢ € F multiplizieren. Wir erhalten Polynome gleichen Grades

n .
bundaTN M= 32T
1=0
und miissen ein ¢ € F finden, fur welches die hochsten Glieder von

b und a-TN'n-c
uibereinstimmen, d.h. fur welches

oN 0N0= oN oN
bNT undanT c ancl) (c)T

gleich sind, d.h. ein ¢ € F mit
N o1,
¢ (c) = a, bN.
Im Fall F perfekt, d.h. FP = F ist ¢ surjektiv, d.h. es gibt ein solches c.
QED.

3.3.3 Lemma: Zerlegung von R-Moduln in zyklische

Seien F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k und G eine lineare
algebraische Gruppe (uiber k).
(1) Die linken Ideale von R = R(F) sind Hauptideale. Ist der Korper F perfekt, so gilt
dies auch fur die rechten Ideale.
(i) R =R(F) ist links-noethersch. Ist F perfekt, so ist R auch rechts-noethersch.
(i) Ist F perfekt, so ist jeder endlich erzeugte R-Modul M eine direkte Summe von
zyklischen Moduln. Ist M auBlerdem torsionsfrei, so ist M sogar frei.
Beweis. Die Aussagen sind trivial, falls die Charakteristik p des Grundkorpers k
gleich Null ist (denn dann ist R(F) = F). Sei also
p>0.
Zu (i). Die Aussagen sind eine Folge des Euklidischen Algorithmus (d.h. von 3.3.2)
und werden wie im Fall eines gewohnlichen Polynomrings uiber einem Korper
bewiesen.
Sei I ein linkes Ideal von R. Wir haben zu zeigen, I ist ein Hauptideal. Dazu konnen wir
annehmen, I ist nicht das Nullideal. Wir wahlen in I - {0} Polnom minimalen Grades,
sagen wir

0#a€el
Es reicht zu zeigen,
[ =Rea.
Nach Wahl von a gilt “2)”. Sei b € I. Nach 3.3.2 (i) gibt es Elemente ¢, d € R mit
b=ca+dunddegd<dega.
Weil I ein linkes Ideal ist, gilt dann
d=ca-bel.

Wegen deg d < deg a und der Wahl von a muf3 dann d = O gelten, also b = ca € Rea.

Wir haben gezeigt, da auch die umgekehrte Inklusion besteht.
Die Aussage zu den rechten Idealen von R wird analog behandelt.
Zu (i1). Die Aussage ist eine Folge von (i).

Zu (iii).*” Sei R := R(F) oder der zu R(F) entgegengesetzte Ring, d.h. der Ring R(F)°P

mit der additiven Gruppe R(F), fur welchen das Produkt asb gerade das Produkt bea in
R(F) ist.

7 Fur einen Beweis in einem algemeineren Kontext (der nicht die konkrete Gestalt von R benutzt
sondern nur die Aussage (ii), siehe Jacobson [4], Kapitel 3, Abschnitt 3.5.
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Wir beschranken uns auf die Betrachtung von rechten R-Moduln. Die Behauptung von

(iii) fur linke R(F)-Moduln ergibt sich dann aus der fur R = R(F) °P und rechte R-
Moduln.

Seien M ein endlich erzeugter (rechter) R-Modul und ml, e, mr ein
Erzeugendensystem von M. Wir betrachten die R-lineare Surjektion

X

fRI—s M, |... | » m x +..4m x .
« 171 rr

r

Weil R noethersch ist, ist der Kern von f endlich erzeugt. Es gibt also ein endliches
Erzeugendensystem N0 von Ker(f) uber R und eine R-lineare Surjektion

4
g: RS —» Ker(f),| ... | » n

Ys

LY ety Y

Als R-lineare Abbildung R® —s R' ist g durch eine Matrix gegeben, sagen wir
g: RS 5 R x b Aex,
mit einer rxs-Matrix

Die Behauptung von Aussage (iii) wird sich dadurch ergeben, daf} wir die Basen

el,..., er von Rl und e ..., eS von RS

1
s abandern, daB die Matrix A eine moglichst einfache Gestalt bekommt (wir geben
einen Beweis des Elementarteilersatzes in diesem Kontext an). Dazu fuhren wir

zunachst Bezeichnungen al,...,aS und al,...,ar fur die Spalten und Zeilen von A ein
und schreiben
a1
A=(a,,.,a)=
( 1 S)
al

Die Abbildungsvorschrift fur g bekommt dann die Gestalt

Y

... |=a +...4+a °y .

g lyl S ys

ys

Mite,...,e und AER istauche.,....e. .,e. -e.*h,e. .,..,e eine Basis von RS
1 S 1 -1 ) 1+1 S
1. Schritt. Die Matrix von g bezuglich der Basise,,....e. .,e.-Ase.,e. _,..,e des
I 1 1-17 1 7 i+l S
Urbildmoduls RS hat die Spalten
% Weil sich jeder der Vektorene ,...e. ,e -esA, e _,.,e als R-Linearkombination vone ,..., e
1 -1 i i+1 S
und jeder der Vektoren e ..., ¢ als R-Linearkombination vone ,...e, ,e -e*A, e _,..,¢
1 S 1 -1 i i+l S

schreiben laft.



A & s ai-k-a., LI .,as
Es gilt
ge) = A
=a
v
= alvoel+...+a e
r
=2 Aov Ca
o=1
und

r r
g(ei - ej-?») =3 a,:", - > aaj-ea)-?» (g ist R-linear)
o=1 a=1
r r - .
= > a € - > aozj. ?»-ea) (ea-k = k-ea, denn 1 kommutiert mit A)
a=1 a=1
= (ali- 7»-elj)-el+...+(z1ri-7»-c:rj)-6:r

Die Matrix der Abbildung g bezuglich der neuen Basis des Urbild-Moduls R® hat somit
die Spalten

a.-Aea., a
1 J

a ..., a. . A
17 1-1 i+1777s

Mite,,..,e und AER istauche ,....e. ., €. -€.°A, €.
1 r 1 -1 7 i+1

2. Schritt. Die Matrix von g bezuiglich der Basis e

peees er eine Basis von R.

-e.°A, €.

...,e des
+17 r

1""’ei—1’ ei
Bildmoduls R! hat die Zeilen '
al,..., aj'l, al+alsh, aJ+1, .., al.

Es gilt
gle) =Ase
=a
v
=a, e tota ce
=a, e teta e, aiv(ei - ej-k)+ai+lv e TtaL e,
+a. ce.°h
v ]

Die neue Linearkombination hat dieselben Koeffizienten wie die alte mit Ausnahme des
Koeffizienten des j-ten Vektors. Wegen

a. *e.+a. *e.c’A =a. *c.+a. *Aee. (e.*A=Aee.,denn 1 kommutiert mit A)
A2 I A Vv ow J J J

= (ajv + aivok)-ej

ist der Koeffizient von ej ist gleich
a. +a. A
v oov
Die Matrix der Abbildung g beziiglich der neuen Basis von R' hat somit die Zeilen
al,..., aJ'l, al+alel, aJ+1, .., al.
Zusammenfassung:
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Wenn wir in der Matrix A ein R-Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren
oder ein R-Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addieren, so erhalten wir eine
Matrix, welcher weiterhin die Matrix der Abbildung g ist (bezuglich anderer Basen von

R! bzw. R%)*. AuBerdem konnen wir durch Permutieren der Basisvektoren auch die
Zeilen oder Spalten der Matrix A beliebig permutieren. Wir wollen die beschriebnen
Operationen, mit denen wir die Matrix A so verandern konnen, dall wir dabei weiterhin
Matrizen der Abbildung g erhalten, Elementaroperationen nennen.
3. Schritt. Durch Elementaroperationen kann man die Metrix A so abiandern, dafl A
Diagonalgestalt bekommt.
Betrachten wir einen von 0O verschiedenen Eintrag von A, dessen Grad unter allen von 0
verschiedenen Eintrdgen seiner Zeile oder Spalte mininal ist. Dann konnen wir nach mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus durch Elementaroperationen errreichten, daf} die
ubrigen Eintrage dieser Zeile oder Spalten entweder O werden oder einen kleineren Grad
bekommen. Da alle Grade = 0 sind, erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine
Matrix mit Eintragen, deren Grade sich nicht weiter verkleinern lassen (falls die Eintrage
ungleich 0 sind). Durch Permultieren von Zeilen bzw. Spalten erreichen wir, daf3 a11

unter allen von 0 verschiedenen Eintragen einen minimalen Grad besitzt. Da sich kein
Grad weiter verkleinern 14a6t, sind alle anderen Eintrage der ersten Zeile und der ersten
Spalte gleich 0.

Indem wir erste Zeile und erste Spalte streichen und das Verfahren mit der
verbleibenden Matrix wiederholen, erreichen wir nach endlich vielen Schritten, da3 A
Diagonalgestalt bekommt.

4. Schriit. Beweis der Behauptung.

Auf Grund des dritten Schritts konnen wir annehmen, dal A Diagonalgestalt besitzt,
sagen wir

)»1 0..0
A= 0 )»2... 0
Die Abbildung g hat dann die Gestalt
MY
1
. RS r
2R —R,|.-. | }\t.yt )
y

S

wobei im Fall r < s und t = r gilt und die beiden unteren punktierten Zeilen fehlen und
im Fall s < r gilt t=s und diese punktierten Zeilen stehen fur r-s Koordinaten, die gleich
0 sind. Damit ist

Ker(f) = Im(g) = el)»l-R + ...+ etkt-R.
Wir konnen annehmen, alle XiER sind ungleich 0. Es gilt
M = R'/Ker(H) = R/ R)D..OR/AR) R,

Mit anderen Worten, M ist eine direkte Summe von zyklischen R-Moduln. Ist M

torsionsfrei, so gilt t=0und M = RY, d.h. M ist frei.
QED.

% Dabei miissen wir bei Spalten-Operationen von links und bei Zeilen-Operationen von rechts
multiplizieren.
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3.3.4 Die Modul-Struktur von A(G)(F) uber R(F)

3.3.4 A Definition
Seien F ein Teilkorper des Grundkorpers k, G eine F-Gruppe (itber k) und wie bisher

A(F) = A(G)(F)
der F-Vektorraum der additiven Funktionen von G, welche tiber F definiert sind. Ist die
Charakteristik p des Grundkorpers k ungleich 0O,

>0,

so definieren wir auf A(F) wie folgt die S%ruktur eines Moduls tiber dem Ring R = R(F)
von 3.3.1 B.

) i )
° 1 o '= ° p k . 1
(%aiT)f. %aif furfEA(F)und?aiT € R(F).
Im Fall p =0 ist R = F und A(F) ist trivialerweise ein R-Modul.

3.3.4 B Beispiel
Sei G = Gg. Dann ist F[G] = F[T1 ,...,Tn]. Eine additive uiber F definierte Funktion auf

G ist dann gegeben durch ein additives Polynom f € F[G] = F[T1 ,...,Tn], d.h. ein

Polynom mit

f(T1+U1,...,Tn+Un) = f(Tl""’Tn) + f(Ul,...,Un). (1)

Dabei sollen die Ui weitere Unbestimmte bezeichnen.

Man beachte, ein Homomorphismus ¢:G — Ga von linearen algebraischen Gruppen

ist eine regulare Abbildung, fur welche das folgende Diagramm kommutativ ist.

G — G
a

X
xc X8 G xG
a a

Die vertikalen Pfeile sollen dabei die Gruppen-Multiplikation von bezeichnen. Dabei ist
¢ durch das Bild der Unbestimmten T bei

¢*: k[Ga] =k[T] — k[G] = k[Tl,...,Tn]

gegeben, d.h. durch ein Polynom f := ¢*(T) € k[Tl""’Tn]' Die Relationstreue von ¢

ist dann dquivalent zu Kommutativitat des Diagramms von k-Algebren

WG] (ﬁ G, —K[T) £(T T ) a T
% I J
u*l l uw
PO a f(T1+U1,.”..,Tn+Un)

KIGPKIG] "«— KIG I®KIG, I =kT.Ul £(T ... T )+f(U ..U ) ¢ T+U

Die Kommutativitat dieses Diagramms ist gerade aquivalent zu (1). Die Forderung, daf3

¢ uber F definiert sein soll, bedeutet, f soll in F[G] = F[T .,Tn] liegen.

1

Die Menge der additiven Polynome ist ein linker Modul uber R(F): im Fall der
Charakteristik p =0, d.h. R(F) = F, ist das trivial und im Fall p > 0 folgt dies aus der
Tatsache, da} die p-te Potenz eines additiveln Polynoms ein additives Polynom ist.
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3.3.5 Lemma: die Struktur von .A(G::)(F) als R(F)-Modul

A(GE)(F) ist ein freier Modul tiber dem Ring R(F) mit der Basis Tl’ s Tn'

Beweis. Bezeichne wie bisher
p = Char(k)
die Charakteristik des Grundkorpers k.
1. Schritt. Im Fall p # 0 reicht es zu zeigen, daf} die Elemente von A(GZ)(F) gerade

die Polynome der Gestalt
f= 2 Ec -TP mlthEF €))

J=11=0 i
sind.

: i
Wegen TI-TJ. = TJP konnen wir diese Polynome in der Gestalt folgenden Gestalt

schreiben.
f 2 S e -(TI-T)
J= 11>O L
_(g S Tl T
J 11=0 L

Er-Tmltr—Ec-TIER(F)
PR N A

d.h. A(Gg)(F) wird iiber R(F) von den Tl""’Tn erzeugt. Wir haben noch die lineare

Unabhéngigkeit der Tl""’Tn iber R zu beweisen. Weil die T 1’""Tn algebraisch
unabhingig uber F sind, ist das Polynom (1) genau dann gleich 0, wenn alle cij =0
sind. Aus

Er-TJ 0 mitr.= 3 i T' € R(F)

J=1 J 20
folgt somit cij = 0 fur alle i und j, also rj = 0 fur alle j.

2. Schritt. Im Fall p # 0 sind die Elemente von A(Gg)(F) gerade die Polynome der
Gestalt (1).

Weil die Charakteristik des Korpers F unglelch O ist, gllt

(T +U)P —TP 4+ UP,
J J

f(T1+U1""’Tn+Un) = f(Tl""’Tn) + f(Ul""’Un)’ 2)
d.h. die Funktionen der Gestalt (1) sind additiv (vgl. 3.3.4 B). Sei umgekehrt
n
fEFIG,] = F[Tl""’Tn]

eine additive Funktion, d.h. es gelte (2). Insbesondere ist dann
£(0,...,0) = f(0,...,0) + f(0,...,0),

also

also
£(0,...,0) = 0.
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Das Absolutglied von f ist gleich 0. Wir haben zu zeigen, f hat die Gestalt (1).
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach dem Grad von f.
Induktionsanfang. deg f = 1.

i
Dann ist f trivialerweise eine F-Linearkombination von Potenzen der Gestalt Tj =TP
J

(mit i =0).
Induktionsschritt. deg f > 1.
Bezeichne Di die partielle Ableitung nach Ti. Wegen (2) gilt dann

Dif(T1+U1,...,Tn+Un) = Dif(Tl,...,Tn).
Mit
o a
(T )= 3 f, -Tllo...-T n
1 n n
o, ..., O
1 n
folgt
DT, . .T )= D, f (T +U ) e o1 +u )00
i 177 n > io,,..,o 1 71 " n n)
a.,...,o 1 I
1 n
- £ T 40 e o) et +u )0
- 2 4 OO ( 1 1) o i i) o n n)
o, ,...,0 n
1 n

Dieses Polynom héngt nicht von den Uj ab. Deshalb ist

o.f =0
1 o,,..0
1 n

fur jedes (ocl,...,oci,...,cxn), das von allen Standard-Einheitsvektoren ei verschieden ist.

Wir setzen alle Uj gleich 0 und erhalten

oy (xi-l o
Dif(Tl""’Tn) = S ai‘focl,...,ocn. T1 -...-Ti ..o Tn
(ocl,...,(xi): ei
i=1,...,n
n
=D(3 £, “T).
=1
also
n .
Di(f- 2 fe..Tj) =0furi=1,.,n.
=17
n
Dieinf- Y fe -Tj tatsachlich auftretenden Potenzprodukte der Tj haben samtlich durch
=17

p teilbare Exponenten, d.h.

S T 2.
f- j§1fej'Tj = g(Ty,....T}) mit g € F[T,....T |

n

Mit fistauchf- ¥ fe -Tj additiv. Da die T} ,...,TII)l algebraisch unabhangig sind, ist
=1 ]

dann aber auch g additiv. Wegen deg g < deg f konnen wir die Induktionsvoraus-

setzung auf g anwenden, d.h. g ist von der Gestalt (1). Dann gilt dasselbe aber auch fur
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n
f= 3f

T+ g(Th,....TD).
=1

3. Schritt. Sei p =0. Dann gilt

n
A(Ga)(F) =F.T +...+F-Tn.

1

Insbesondere ist A(GQ)(F) ein freier Modul iber R(F) = F mit dem linear

unabhingigen Erzeugendensystem T1 yeees Tn'
Sei
n
fEFIG,] = F[Tl""’Tn]

eine uber F definierte additive Funktion. Wir schreiben

o a
f(Tl""’Tn)= > foc ol -Tll-...-T n
1 n n
a,,..,0o
1 n

Wie im ersten Schritt folgt

o.f =0
1 a,,..,0
1 n

fur jedes (al,...,ai,...,an), das von allen Standard-Einheitsvektoren ei verschieden ist.

Die einzigen eventuell von 0 verschiedenen Koeffizienten sind die mit

((xl,...,ocn) = (0,...,1,...,0) = ei,
d.h. es ist

n

f= jzlfej-Tj e F-T1

Umgekehrt sind alle linearen homogenen Polynome von F[T] additiv. Deshalb ist
A(G)(F) = F-T,

ein freier Modul uiber R(F) = F mit der Basis T
QED.

+...4+FT .
n

+...4+FT
n

= Tn'

3.3.6 Lemma: Relationen in A(G)(F) uber F und R(F)

Seien F ein Teilkorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k und G eine F-

Gruppe. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)  Ist G zusammenhédngend, so ist der R(F)-Modul A(G)(F) torsionsfrei.

(i) Sind f 1,...,fS € A(G)(F) algebraisch abhéngig uiber k, so sind sie linear abhédngig
tiber R(F).

Beweis. Zu (i). Sei

f € A(G)(F) C FIG],
ein Element, dessen Produkt mit einen Element r € R(F) - {0} gleich 0 ist, sagen wir’
r=T¢ 4 a1-T€'1+...+aé € R(F).
Auf Grund der in 3.3.1 B definierten R(F)-Modul-Struktur von A(G)(F) gilt dann

% Der hochste Koeffizient des “Polynoms” r ist ungleich 0 und wir konnen r mit dem Inversen dieses
Koeffizienten multiplizieren.
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14 -1 ,
P +a1-fp +...+aé-f =0 mit aiEF.

Das bedeutet, der Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen f: G — Ga =k

kann nur endlich viele Werte annehmen.’! Weil G zusammenhédngend ist, ist die
endliche Menge der Werte von f auch zusammenhangend, d.h. es ist

f(x) = 0 fur jedes x € G,

d.h. fist als Element von A(G)(F) C F[G] gleich 0. Wir haben gezeigt, A(G)(F)

besitzt keine Torsion.
Zu (ii). Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom

He k[Tl""’Ts] - {0}
mit
H(fl,...,fs) =0.

Wir konnen annehmen, H ist ein unter den von O verschiedenen Polynomen mit dieser
Eigenschaft eines mit minimalem Grad,
deg H minimal.

Fur je zwei Punkte x,y € G gilt
0 = H(fl,...,fs)(y-x)

= H(f1 (y-x),...,fs(y-x)).

= H(f 1 (y)+f 1 (X),...,fs(y)+ fs(x)) (die fi sind additiv).
d.h. fur jedes x € G ist

H(T1+ f1 (x),...,TS+ fs(x)) € k[Tl""’Ts] - {0}.
gleich Null in an der Stelle (fl""’fs)'
Damit ist aber auch
H(T1+ fl(x)""’Ts+ fs(x)) - H(Tl""’Ts) € k[Tl""’Ts]

fur jedes x € G gleich Null an der Stelle (f 1
der kleiner als deg H ist und deg H minimal gew#hlt wurde, folgt,

fs). Da diese Differenz einen Grad hat,

0 = H(T + £, (0, T+ £ () - H(T o T)
= H(T + £ (0, T+ £ (0) - H(T 00 T)) - H(E | (0),.f (%))

fur jedes x € G, also

0 = H(T1+ fl""’Ts+ fS) - H(Tl""’Ts) - H(fl""’fs)'
Deshalb wird das Polynom
H(T1+ Ul""’Ts+ US) - H(Tl""’Ts) - H(Ul""’Us) (1)

identisch 0 wenn man fur jedes Ui das entsprechende fi einsetzt. Aus Symmetrie-
Grunden gilt das auch, wenn man fur jedes Ti das entprechende fi einsetzt, d.h. (1) ist
identisch Null an der Stelle

(T1 ,...,TS) = (fl""’fs)

3! Weil diese Nullstellen eines von Null verschiedenen Poylnoms mit Koeffizienten aus F sind.
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Wir betrachten jetzt das Polynom (1) als Polynom in den Ui mit Koeffizieten, welche

Polynome in den T ,TS sind. Bezeichne

1

H o (Tl""’Ts)’ (2)
1 n

den Koeffizienten von

T*....T%n
1 n

in diesem Polynom. Weil (1) identisch Null ist an der Stelle (T T)= (fl""’fs)’

1oL
missen alle Koeffizienten von (1) an dieser Stelle Null sein, d.h. jedes der Polynome
(2) ist Null an der Stelle (f 1,...,fs).

Weil (1) als Polynom in den Ti einen Grad < deg H hat, hat jedes der Polynome (2)

einen Grad < deg H. Wegen der Minimalitit des Grades von H sind deshalb die
Polynome (2) identisch 0, d.h. auch (1) ist identisch Null, d.h.

H(Tl""’Ts) € k[Tl""’Ts] = k[G,]
ist ein additives Polynom, d.h.
H(T,..T )EA(G 2K = k®FA(G )(F)

(vgl. Bemerkung 3.3.1 A (ii1)). W1r konnen H in der Gestalt

H=c H +...4c *H mitc. €k
1 1 r r 1

schreiben mit additiven Polynomen

Hi € F[T1 ""’Ts] - {0}.
Ist eines der ¢ eine F-Linearkombination der uibrigen, so besteht eine solche Identitat
auch fur ein kleineres r. Wir konnen also annehmen, die ci sind Uiber F linear
unabhingig. Dann sind aber die

Ci®1 € k®FF[G] =k[G]
linear unabhiangig uber F[G]. Wegen

0= H(fl""’fs) = cloHl( fl,...,fs)+...+cr-Hr( fl""’fs)
und Hi( fl""’fs) € k[G] folgt
Hi(fl""’fs) =0

fur jedes 1. Wie wir gerade bewiesen haben, hat jedes Hi S5 A(GZ)(F) die Gestalt

14
H = Ecl Z-TP mit c. 'ZEF’

’ b 17 9
i,j,¢ !
d.h. es ist
0 = Hi(fl""’fs)

¢
= 2 .fp
il Li.6

: 4
z EZ 1. T .fj
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S
, 4
= Sr.of mitr.:= Yc..,T" € R(F).
jzlj i ige ij.€ ®
Wir haben gezeigt, die f 1 ,...,fs sind iber R(F) linear abhangig (weil die Hi nicht
identisch Null sind, d.h. nicht alle ci ¢ sind gleich Null).

QED. v
3.4 Elementare unipotente Gruppen

3.4.1 Definitionen und Bezeichnungen

Eine unipotente lineare algebraische Gruppe G heifit elementar, wenn sie abelsch ist
und wenn im Fall einer positiven Charakteristik p des Grundkorpers auflerdem die
Ordnung jedes Elements von G - {e} gleich p ist. Die Gruppe G heifit Vektor-Gruppe,

wenn sie isomorph ist zu einem Produkt Gg von endlich vielen Exemplaren der
additiven Gruppe Ga'

Bemerkungen
(1)  Wir beginnen mit verschiedenartigen Ergebnissen, die wir zur Untersuchung der
Struktur der elementaren unipotenten Gruppen brauchen.
(i)  Seien p ein Primzahl, n eine nicht-negative ganze Zahl und
0 .
1
n= 2 n.p
1=0
deren p-adische Entwicklung (mit ganzen Zahlen n. aus dem Intervall [0, p-1],

von denen fast alle gleich O sind). Ist
S
m = E m. +p
1=0
eine weitere solche p-adische Entwicklung, so schreiben wir
n=<_m,

wennn, <m, gilt fur jedes 1.

(ii1) Fur nicht-negative ganze Zahlen m,n sei
m!

(m, n) := (I:ll) = {n!-(m-n)!

0 fur m<n

fur m=n

der zugehorige Binomial-Koeffizient

3.4.2 Lemma: Binomial-Koeffizienten und p-adische Entwicklung
Mit den Bezeichnungen der Bemerkungen von 3.4.1 gilt

m mi

@ (=11 Hmodp.
i i

a

Beweis. Zu (i). Im Polynomring (Z/pZ)[T] in einer Unbestimmten T iber einem
Korper der Charakteristik p gilt

n
m)%Omodp@ns m.
n p

.o 1 1 .
(T+D™M =T] (T+1)ml P _ I (TP1+1)rnl (mod p)
i i

also
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m ., . Mom i
ST =] 3 (TP modp.
i=0

1 j=0 J
Vergleich der Koeffizienten von T" liefert modulo p:
m, m, r .
m
(n ) = Summe uber alle Produkte ( 1 Ye...o( | r) mit jv'p V=n
1 r ’V:l
Dabei ist fur jedes v stets jV =m, <p, d.h. die jv sind die Koeffizienten der p-adischen
Y
T

Entwicklung von n. Die Summe rechts besteht aus dem einzigen Summanden [] ( 0 ),

i i
d.h. es gilt

m m
(=11 () modp
Damit gilt (i).
Zu (i1). Es gilt
m

(rllll) # 0 mod p (:)(nl) # 0 mod p fur jedes i.
i
& n=m fur jedes i.

(:)nspm
QED.

3.4.3 Polynomiale 2-Kozyklen
Seien p eine Primzahl und T, U zwei Unbestimmte. Dann setzen wir

p-1 .o
(T, U) := %-((T+U)p -TP-UP) =y %-(f)-TP'lUl € Z[T, U].
i=1
p!
ile(p-i)!
Ein polynomialer 2-Kozyklus tiber dem Korper F ist ein Polynom f € F[T,U] mit
f(T+U, V) + (T, U) =f(U+V, T) + f(U, V).

Fur jedes Polynom f € A[T,U] mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring A mit 1
definieren wir den polynomialen Korand-Operator

Man beachte, fur 0 <i < p ist p ein Teiler von (%)) =

(Of)(T, U, V) :=*2 f(U, V) - f(T+U, V) + f(U+V.T) - f(T,U).

Bemerkungen

32 Wir verwenden hier die Definition des Korand-Operators von Lazard [1] und nicht die von Springer.
In der Definiton von Springer sind die Argumente des dritten Summanden vertauscht:

(0fH)(T, U, V) :=1{(U, V) - f(T+U, V) + f(U+V, T) - {(T,U).
Da alle Anwendungen sich nur auf den Fall von abelschen Gruppen beziehen, ist diese Abweichung
nicht wirklich wesentlich. An einigen Stellen erfordern sich aber eine kompliziertere Argumentation und
einige Argumente im Buch von Springer sind sind schwer zu verstehen. Es handelt sich vermutlich um
einen Tippfehler.
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(i)  Die polynomialen 2-Kozyklen von F[T,U] sind gerade die Polynome fEF[T,U]
mit
of =0.
(i) Fur jede natirlichen Zahl q = 2 definieren ganzzahlige Polynome
Bq(x,y) = (x+y)d-x9-yde Z[xy]
Bq(x,y) falls q keine Potenz einer Primzahl ist

C (xy) =11 . : . EZIxy]
q FBq(X’Y) wenn q eine Potenz der Primzahl p ist

Die natuirlichen Bilder dieser dieser Polynome in (Q[x,y] und in Fp [x,y] sind

polynomiale 2-Kozyklen.
(ii1) Falls q keine Potenz der Primzahl p ist, sind nicht alle Koeffizienten von Bq durch

p teilbar,
Bq(x,y) # 0 (mod p).

(vgl. Lazard [1], (3.1)).
(iv) Fur jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl ¢ gilt

-1 (-1
C é(x,y):Cp(xp yP ) # 0 (mod p).

p
(vgl. Lazard [1], (3.3)).
(v)  Fur jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl ¢ gilt

cp<xpé,ypé) = cp<x,y>PZ (mod p).

Beweise. Zu (ii). Es gilt
an(x,y) = Bq(y,z) - Bq(x+y, z) + Bq(x,y+z) - Bq(x,y)

= (y+d-y9-29

- (x+y+2)d + (x+y)d + 24
+(x+y+2)4 - x4 - (y+2)4
(—)(x+y)q +x94+y4

Ist q die Potenz einer Primzahl p, so gilt damit auch
P'GCq(X,y) =0.
Dies ist eine Relation im Polynomring Z[x,y]. Weil Z[x,y] nullteilerfrei ist, folgt
GCq(X,y) =0.
Zu (iii). Sei
¢

g=p esmits #* 1 und s teilerfremd zu p.

(x+y)d = (xpé+ ypg)S =x9+ s-x(s‘l)l’gyl’g+...+yq (mod p),

Dann gilt

also
Bq(x,y) = s-x(s_l)péyp€+... # 0 (mod p)

Zu (1v). Es gilt
-1 -1 (-1
x+y) P =xP" 4P (mod p),

also
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-1 61 ¢-1
x+n) P =xP e yP g pef(xy).
Wir gehen zur p-ten Potenz tiber und erhalten

¢ P ¢-1 -1, :
oy = 3 )P 4 yP )l pety )P
1=0

(-1 (-1 -1 (-1
=xP +yP )P+(p1_’1 &Py P L(pef(x,y)) (mod p?)

Wegen (pl_)1 )= (Il)) = p ist der dritte Summand durch p2 teilbar, also
¢ -1 (-1
()P = (P +yP P (mod p)
also
¢ ¢ ¢ -1 (-1 ¢-1 (-1
(xery)P - xP7 - yP = (P yPT PP P (P )P (mod p?)
also
(-1 (-1
C yxy)=C (P, yP" ) (mod p).
p p
Weiter ist
C , = —e( ", )e lo p-l
pxY) izlp (;)exCey

Der Koeffizientn von x-yp'1 ist %.(11)) = 1, d.h. nicht durch p teilbar. Weil Cp (x,y) und
¢-1 (-1
Cp( xP~  yP ) dieselben Koeffizientenmangen haben, folgt
-1 (-1
Cp(xp , yp ) # 0 (mod p).
Zu (v). Weil
F :=Z/pZ
P
ein Korper ist und die Einheitengruppe von IE‘p die Ordnung p-1 hat, gilt oP 1= 1 fur

jede Einheit o von Fp’ also

aP = o (modp) fur jedes o € Fp,
also

o = o mod p fur jede ganze Zahl o.
Weil Cp(x,y) ein Polynom mit Koeffizienten aus Z ist folgt

14 ¢ (¢
Cp(x,y)p = Cp(xp ,yp ) mod p.
QED.

3.4.4 Lemma: Kriterium fur 2-Korander
Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik p und f € F[T, U] ein polynomialer 2-
Kozyklus.

(i) Istp=0, so gibt es ein Polynom g € F[T] mit
f(T, U) = g(T+U) - g(T) - g(U).
(1) Istp>0,so gibt es ein Polynom g € F[T] derart, daf3
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f(T, U) - g(T+U) + g(T) + g(U)

i
eine Linearkombination £ von Polynomen der Gestalt c(T, U)P ist mit ¢(T,U)
wie in 3.4.3.
(ii1) Ist p >0 und gilt auBerdem
p-1
S (T, iT) = 0,
i=1
so ist die Linearkombination £ von (ii) gleich 0.
Beweis. Zu (i) und (ii). Ist f ein polynomialer 2-Kozyklus, so gilt dasselbe fur jede
homogene Komponente des Polynoms f. Wir konnen also annehmen,
f ist homogen vom Grad d.
Wir fuhren den weiteren Beweis durch Induktion nach dem Grad d von f.
Induktionsanfang: d = 0.
Die Aussage von (i) ist dann trivial: weil f das konstante Polynom ist, sagen wir

f(T,U) =c €k,
so kann man g(T) = -c setzen.
Induktionsschritt: d > 0.
Wegen
f(T+U, V) + (T, U) =f(U+V, T) + {(U, V) (1)

erhalten wirfur T=U=0
f(0, V) +0=1(V,0) + (0, V),
also
f(V,0) =0,
und furU=V =0
f(T,0) + (T, 0) =10, T) +0,
also
f(0, T) = 2+£(T, 0) = 0.
Wir konnen f in der Gestalt
d
fT, 0)= 3 ¢, UM mite =c =0
h=0

schreiben. Wir vergleichen die Koeffizienten von ThUiVj auf beiden Seiten von (1) und
erhalten
h+i i+j ) ..
( h )'Ch+i + 6j,O.Ch =( i ).Ci+j + 6h,0.Cj fur h+i+j = d. 2)
Fur h=0 oder j=0 erhalten wir aus (2)

“h ™ “aw )
denn fur h = 0 erhalten wir i+j = d, also j = d-1, also
+9d =( d )eCc , +
79,007 a4 TCa-i

und wegen €= " 0 folgt C=Cy s

Fur j =0 ist i+h = d, also i = d-h, erhalten wir

d
("4 * = aen + 000
und wegen €= " 0 folgt = Can
Seien jetzt O < h, j <d. Wegen h+i = d- j und i+j = d-h folgt dann aus (2)
e ="
h7"dj =" j 7dh
also zusammen mit (3)
d-j d-h
. ( h ).Cj - ( _] ).Ch (4)
furO0O<h,j<d.
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In der Situation von (i) konnen wir wegen p = 0 beide Seiten von (4) mit
(d-j+1)+(d-j+2)e...od _ (d-h+1)+(d-h42)e....d
(d-h-j+1)(d-h-j+2)+...+(d-h) ~ (d-h-j+1)(d-h-j+2)e...+(d-j)
multiplizieren. Wegen

@ap' . (d-j+1)+(d-j+2)e...d _ooodb (d)
hle(d-h-j)! (d-h-j+1)+(d-h-j+2)e...e(d-h) h!e(d-h)! "h
und
(d-h)! (d-h+1)¢(d-h+2)e..e.d  d! (d)
jle(d-h-j)! (d-h-j+1)s(d-h-j+2)s...o(d-j) jle(d-j)! ]
erhalten wir
d d
(h).cj - (_] ).Ch
also
d d a9 dohdn
co(T+U)"-T"-U") = ¥ c.o(, )T U
J 2, Jh
h=1
d-1 d
—_ E Ch.( . )Th°Ud_h
h=1
d d-1
h=1
d
= (j )f(T, U) (wegen == 0)
Fur j = 1 erhalten wir
clo((T+U)d -14-ud) = d- (T, V).
Weil die Charakteristik gleich 0O ist, konnen wir durch d teilen und
&M = (c /d)T
setzen. Wie behauptet ist dann
o (T, U) = g(T+U) - &(T) - (V).
In der Situation von (ii) erhalten wir aus (4) mit j = 1:
d-1
(d-h)-ch =( h )-cl.
Wir ersetzen h durch d-h und erhalten
h d-1
Can= (a-n )"
und mit (3)
hee, = (3 5
= (qn )" )
fur0 <h<d.

Ebenfalls aus (4) erhalten wir
d-j d-h
(4" = Cdonsg"n
fur O < h, j < d und speziel fur j = d-h-1, d.h. d-h-j =1 ist
(d-J)'Cj =(d-hyec,,
also
(h+1)ec

Zusammen mit (3) folgt
(h+1)-ch_|_1 = (d-h)-ch fur h = 1,..., d-2. (6)

by = @hec, furh=1,.. d-2.
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Wir haben drei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: d ist teilerfremd zur Charakteristik p von k.
Es gilt
f(T,U) d-1
oT -

d-1 - -
= 3 (qp)c .rh-Lyd-h (nach (5))

n

n
(wegen () =(_ )

d-1
( h )e Th-U(d_l)'h (Index-Verschiedung)

1]
o
I\

h=0
- cl-((T+U)d'1 d-1y

d
JaT

= (c /) (T+yd - Td - ydy)

und

afT,uy 4
oU =

1

(d-h)ec, »TReyd-h-1

| h

d-1 h . d-h-1

= 3 @hycy U mach (3))
=1

Tt

d'l d_l
= > ( h )'Cl °Th-U(d'1)'h (nach (5) mit d-h anstelle von h)

d1 44
=C.* 2 (d ). Th.U(d—l)'h
1 hel h

= clo((T+U)d'1 _yd-1y

- (cl/d)-% (T+U)d - 19 - yd)

£, =fTU)-(c /) a+yd - 1d - yd)
of.  of

giltalso = 5= 0, d.h. £, (T.U) ist ein Polynom in TP und UP. Weil

d=degf=degf1

teilerfremd zu p ist, folgt f 1= 0. Damit gilt (ii) (mit g(T) = (cl/d)-Td und £ =0).

Bemerkung
Die Argumentation des im Buch von Springer behandelten zweiten Falls,

pIdundesgibteinhmitp*hundch #= 0,
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scheint einen Fehler zu enthalten. Dort wird aus d-h = p geschlossen, daf}3 die
Bedingung von 3.4.2 erfullt ist (d.h. p sp(d—h)) und deshalb nach 3.4.2 (ii) der

d-h
Binomialkoeffizient ( D ) nicht durch p teilbar ist. Fur
h=d-p?-1(dh.d=h+p?+1,dh dh=p2+l)
ist aber die Bedingung p sp(d—h) nicht erfullt und auch die Folgerung d-h < p falsch.
Wir folgen deshalb an dieser Stelle dem Beweis von Lemma 3 in der Arbeit von Lazard

[1].

2. Fall. d = p.
Wir betrachten das Polynom

F(TU) = {(T.U) - ¢ » C(T.U).
Dann gilt mit 0P = 0 nach Bemerkung 3.4.3 (ii) auch

IT(T,U,V) = 0.
Es reicht zu zeigen

T =0,
denn dann ist
f(T,U) = cl-Cp(T,U)

ein Vielfaches von C(T,U) und es gilt (ii) mit g(T) =0 und £ = C1°C(T,U).

Wegen T =0 gelten die oben fur f abgeleiteten Formeln analog auch fur T. Nach (5)

reicht es zu zeigen, der Koeffizient von T-UP L in T ist gleich O (denn fur h = 1,..., p-1
ist h eine Einheit im Korper F der Charakteristik p). Nach 3.4.3 ist der Koeffizient von

T-UP! im Polynom ¢(T,U) = C (T.U) gleich %(p‘_’l) - 11)-(11’) = 1. Also ist der

Koeffizient von T-UP 1 in T gleich - clol = 0. Es gilt also tatsachlich, T =0, und es

gilt die Behauptung.

3. Fall. p ist ein Teiler von d aber d # p (d.h. p < d)
Aus (6) mit h = p-1 (= d-2) erhalten wir
d-p+1)ec . =pec =0,
(d-p+1) p-1= P,

also
Cp—l =0.
Nehmen wir an, wir haben bereits gezeigt, dal3
c .=0 (7)

p-J
gilt. Fur 1 < j < p-2 gilt
I<h:i=p-j-1=sp-2=d-2.

Wir kdnnen also (6) anwenden und erhalten

@dprithyee oy =pdre =0,
wegen d-p+j+1 = j+1 (mod p) und j+1 < p-1 ist d-p+j+1 nicht durch p teilbar, d.h. es
gilt Cp_j_l o
Es gilt also (7) mit einem um 1 vergroferten j. Wir konnen j solange vergroflern, solang
Jj=p-2 gilt, d.h. es gilt (7) mit j = p-1, also
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.=c, =0.

c =c =.
p-1  p-2 1
Mit ¢, =0 gilt nach (5), h-ch =0furh=1,...,d-1, also

1
¢, =0 fur jedes h € {1,...,q-1}, welches kein Vielfaches von p ist.

h
d-1 h_;.d-h
Damit ist f(T, U) = ¥ ch-T U™ ein Polynom in TP und UP, sagen wir,
h=1
f(T, U) = T(TP, UP).
Wegen

0 = 9f(T,U,V)
= f(U,V) - f(T+ U, V) + f(U+V,T) - f(T,U)

=TUP,VP) - T(T+ U)P, VP) + T((U+V)P, TP) - T (TP, UP)
= T(UP VP) - T(TP+UP,VP) + T(UP+VP,TP) - T(TP,UP) (wegen Char(F)=p)
= (9T)(TP,UP, VP),

ist
0 = f(T,U,V) = (3T)(TP,UP, VP). (3.9)
Weil TP, UP, VP algebraisch unabhingig sind, folgt
dT(T,UV) = 0.
d

Die Behauptung ist damit auf den Fall eines Polynoms des Grades d’ :=

zuruckgefuhrt. Ist auch d’ ein Teiler von p, so konnen wir diese Reduktion fortsetzen.
Im Fall, daB d eine Potenz von p ist, sagen wir

4
d=p",
ergibt sich zusammen mit dem zweiten Fall, daf f die Gestalt
¢ ¢
f(T,U) = a-Cp(Tp ,UP ymita€F
hat. Auf Grund von Bemerkungen 3.4.3 (v) folgt

14
f(T,U) = a-Cp(T,U)p ,

d.h. es gilt die Aussage von (ii) mit g =0 und £ = asc(T,U)P
Im Fall, daB d keine Potenz von p ist, sagen wir

d= pg-s mits # 1 und s # 0 (mod p),
ist f von der Gestalt

f(T,U) = ?(TPZ,UPZ),

wobei T ein homogenes Polynom des Grades s mit 9T =0 ist. Weil s teilerfremd zu p
ist, erhalten wir auf Grund des ersten Falls

T(T,U) = as ((T+U)S - TS - US) mit a EF,

f(T,U) =a- ( (TPZ+UPZ)S - TPZS _ Upés)

also

=a- ( (T+U)PZS - Tlﬂ’és - UPZS)

=a (T+U)d-Td - Ud),
Die Behauptung gilt also mit
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o(T) = a*T% und £ = 0.

p-1
Zu Giii). 1. Schritt. Y (T+T)9-19 - (T)d) = pe(pd-L-1)o19,
i=1
Es gilt in Z[T]:
P! deod oody P4 dd
s (r+DdTd-Gmd) =3 @+ -1-ideT

=1 1=1
= 2439 _pd) - (p-1)-1 - (194294 _+p-1)d)-1d
= pt- -1 - 19-1¢
= ! 1
=p-pd! - ne1d

p'l 1
2.Schritt. 3 Cp(T, iT) = (pP™" - 1)-TP.
i=1
Es gilt in Z[T]:
p-1 p-1
pe > C (T,iT) = ¥ B (T,iT) (nach Bemerkung 3.4.3 (ii))
i=1 P i=1 P
p-1
= 3 (THTP - TP - GT)P
i=1

= p-(pp'1 - 1)-TP (nach dem ersten Schritt mit d=p)

Weil Z[T] nullteilerfrei ist, folgt.
p-1

S C (T, iT) = Pl - 1).TP
i=1 P
p-1
3. Schritt. 3 (g(T+T) - g(T) - g(iT)) = 0 fur jedes g(T) € F[T].
i=1

Die Summe auf der linken Seite ist linear in g. Es reicht also, die Aussage fur g = 20
beweisen. In diesem Fall folgt die Aussage aus dem ersten Schritt.
4. Schritt. Beweis der Behauptung.
Zum Beweis konnen wir annehmen, f und g sind homogene Polynome des Grades d.
Dann ist auch £ ein homogenes Polynom des Grades d. Das ist nur moglich, wenn d
eine Potenz von p ist, sagen wir

d= pé.
Weil ¢(T,U) homogen vom Grad p ist, folgt

-1
f(T, U) - g(T+U) + g(T) + g(U) = a-c(T,U)P  mitaEF.
Nach Voraussetzung gilt

p-1
0 = 3 f(T,iT)
i=1
p-1 p-1 -1
= Y gTHT) -gT)-gU)+ 3 asc(T,iTP .

Nach dem dritten Schritt ist die ersten Summe gleich Null. Also ist es auch die zweite
Summe, d.h.
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p-1 ¢-1
0 =(as 3 c(T,iTHP .
i=1
Weil F[T] nullteilerfrei ist, folgt

0 =asy c(T,T).
i=1
Nach dem zweiten Schritt ist der zweite Faktor rechts von O verschieden. Deshalb gilt
a =0,
d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

3.4.5 Mehrdimensionale polynomiale 2-Kozyklen

Wir benotigen eine mehrdimensionale Verallgemeinerung. Deshalb betrachten wir jetzt
zwei n-Tupel von Unbestimmten,
T = (Tl""’Tn) und U := (Ul,...,Un).

Wir verwenden die Bezeichnung
F[T, U] := F[Tl""’Tn’ Ul""’Un]

fur den Polynomring in den Unbestimmten Ti und U. mit i,j = 1,...,n. Weiter sei
ch(T, U) = C(Th,Uh) fur h =1,...,n.

Fur Polynome f € A[T, U] in den Ti und U. mit Koeffizienten aus einem

kommutativen Ring A mit 1 definieren wir den 2-Korand als das Polynom
(of)(T, U, V) =" f(U,V) - {(T+U, V) + f(T, U+V) - {(T,U).
Das Polynom f heif3t polynomialer 2-Kozyklus, wenn df = 0 gilt.

3.4.6 Lemma: Kriterium fur mehrdimensionale 2-Korander

Sei F ein perfekter Korper der Charakteristik p und f € F[T, U] ein polynomialer 2-
Kozyklus.
(1) Istp=0, so gibt es ein Polynom g € F[T] mit
f(T, U) = g(T+U) - g(T) - g(U).
(i) Istp >0, so gibt es ein Polynom g € F[T] derart, daf3
f(T, U) - g(T+U) + g(T) + g(U)

i
eine Linearkombination £ von Polynomen der Gestalt ch(T, U)P ist mit
¢, (T.U)

wie in 3.4.5.
(iii) Ist p >0 und gilt auBerdem
-1
pz f(T, iT) =0,
i=1
so ist die Linearkombination £ von (ii) gleich 0.
Beweis. Zu (i). Die Aussage wird in analoger Weise bewiesen wie die von 3.4.4 (i).
Sei

3 Wir verwenden hier die Definition des Korand-Operators von Lazard [1] und nicht die von Springer.
In der Definiton von Springer sind die Argumente des dritten Summanden vertauscht:

(0H)(T, U, V) =1f(U, V) - f(T+U, V) + f{(U+V, T) - {(T,U).
Da alle Anwendungen sich nur auf den Fall von abelschen Gruppen beziehen, ist diese Abweichung
nicht wirklich wesentlich. An einigen Stellen erfordern sich aber eine kompliziertere Argumentation und
einige Argumente im Buch von Springer sind sind schwer zu verstehen. Es handelt sich vermutlich um
einen Tippfehler.
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f(T, U) € F[T, U]
ein polynomialer 2-Kozyklus. Dann gilt dasselbe auch fur jede homogene Komponente
von f. Wir konnen also annehmen,

f ist homogen vom Grad d = (dl""’dn)’d'h'

f ist homogen vom Grad di in Ti und Ui furi=1,...,n

Wegen
f(T+U, V) + (T, U) =fU+V,T) + f(U, V) (D)

erhalten wirfur T=U=0

f(0, V) +0=1(V,0) + 10, V),
also

f(V,0) =0,

und fur U=V =0

f(T,0) + (T, 0) =10, T) +0,
also

f(0, T) = 2+f(T, 0) = 0.

Wir konnen f in der Gestalt

(T, U)= Sc -ThudPmite =c =o.
0 d
O<hs<
schreiben. Die Summe werde dabei Uiber alle n-Tupel h nicht-negativer ganzer Zahlen
erstreckt, die den angegebenen Bedingungen geniigen. Fur

h = (hl,...,hn)

sei dabei

h h d.-h d -h

=Tl T nydyudh-uy 1 1. _.unn

1 n 1 n

Fur . . . . . .
1= (11,...,1n) und j = (]1,...,Jn)

bedeute

i<j,
daB iv < j\/ fur v = 1,...,n gilt. AuBBerdem bedeute

1<],
daBi=<jundi # j gilt. Wir werden weiter die folgenden Bezeichnungen verwenden,
il = i1+...+in
.‘ = 1 '0 ° 1 |
1! : (11). (1n).
m m!
( i ) = ile(m-i)!
so dal} gilt
(T+U) ™ =(T +U )ml- «(T +U )mn
11 " 'n n
(m)! i (m )! i
=( 3 - )'.10 S Tll.Ulll).___.( D q )'fl(j Y Tn.U]n)
i+ =mv1""Y1)" i +j =m p/" Ny D
171 1 n'n n
' . .
DR
i+j=m "
_ 4 i
= 3 (Hru

i+j=m
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Wir vergleichen die Koeffizienten von ThUiVj auf beiden Seiten von (1).

Der in f(U,V) ist gleich 6h O.Cj , der in f('T,U) ist gleich 0. i0 s der in

(T+UV) = 3 c «(T+U)"+V]
v+j=d
=3 ¢, 3 (K)Th-Ui-Vj
v+j=d h+i=v

_ h+i _h .. ]
= 2 Gyt ULV
h+i+j=d

ist
h+i
i Oy )

und der in

f(U+V,T)

S ¢ (U+V)VeTh
v+h=d

L] V i. j. h
> c, > ( . YU eVJe T
v+h=d i+j=v
= E Cl+ (1+'] )ThoUloVJ
i+j+th=d '™
ist
C. . -(H._j
i+ i
Bedingung (1) bekommt damit die Gestalt
h+i . -
( h )e Ch+ _]O L= ( ) C.pi h,O.Cj fur h+i+j =d. )
Fur j=01isti+h =d, also 1 = d-h. Wir erhalten

).

d
(1) + S =Cq.n * 9h.0"0

und wegen €= = 0 folgt

“h = d ©)

Seien jetzt O < h, j <d. Wegen h+i d- jund i+j = d-h folgt dann aus (2)

¢ b T ( *C4n
also zusammen mit (3)
d-j d-h
( h ).Cj - ( J ).Ch (4)
fur0O <h,j<d
Wir die Charakteristik des Grundkorpers gleich 0 ist, konnen wir die beiden Quotienten

(d)/(d-j) dl__,_ (! _ di=(d-h-j)

h”"* h’” "hle(d-h)! h!e(d-j-h)! ~ (d-j)!(d-h)!
und

()( ) dl_,_(@h! _ didh!

jle@-p! jle(d-h-j)! — (d-j)!e(d-h)!
bilden. Sle sind glelch Indem wir (4) mit diesen Quotienten multiplizieren, erhalten wir
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d d
() =y
fur 0 < h, j < d. Damit gilt

d
cj-<<T+U)d -1d.udy = j-(h)Th-Ud'h i cj-Td ] cj-Ud

> ¢
O<h=d

d
= 3 co(TUdD

0<h<d’
d )
= 3 o (HThUdD (wegen (5))
O<h<d
= (G.l). S ch-Th-Ud'h
J O<h<d
d
= (j )f(T, U) (wegen €= " 0)

Fur j = (0,...,1,...,0) = ei ergibt sich
cj-((T+U)d -1d_yd) = df(T,0).
Falls d != 0 ist, konne wir 1 so wahlen, daf3 di # 0 ist, und

f(T,U) = (¢ /d)+((T+U)d - T4 - 1)
i
gilt, d.h. die Behauptung gilt mit g(T) := (ce /di)-Td. Im Fall d =0 ist
i

f(T,U)= 3¢, -Thydh
O<hs<

identisch 0 (wegenc, =c 4= 0), und die Behauptung gilt mit g(T) = 0.

Zu (ii) und (iii).
1. Schritt. Konstruktion von F-Algebra-Homomorphismen
T

T U
wq’n® wq’n:F[TsU] —_— F[T,U]

T U Vv
V=g n® Wy ® Vg o FIT.UV] — FIT.UV],

welche in kleinen Graden Isomorphismen sind.
Wir beweisen die Aussagen mit Hilfe der entsprechenden Aussagen von 3.4.4. Dazu
verwenden wir die g-adischen Entwicklungen der nicht-negativen ganzen Zahlen
bezuiglich einer gegebenen Basis q.
Bezeichne

0

N
die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen. Dann ist fur jede natuirliche Zahl q = 2
und jede naturliche Zahl r die Abbildung

9y 100 NINT!— [0.gHNN,
2 r-1
(Zl,..., Zr) > €1 +€2 q+€3 qo+..+ Zr q
bijektiv. Fur jedes Polynom

G e F[T]
bezeichne

&)
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dT(G) = max {dengG,...,dengG}
das Maximum der Grade von G als Polynom einer der Unbestimmten Ti' Die

Einschrankung des F-Algebra-Homomorphismus
T 2 n-1
wq nF[T] — F[T]’ f(T) =4 f(TaTq’Tq 7""Tq )’

auf den F-linearen Unterraum
F[T]<q ={G e F[T] I degTi G<qfuri=1,..,n}

der Polynome G mit dT(G) < q induziert dann einen F-linearen Isomorphismus

—~

T =
P F[T] — F[T] 6)
q.n F[T]<q <q <qn
auf den F-linearen Unterraum der Polynome vom Grad < q'. Man beachte, F[T]<q

besitzt die Potenzprodukte
¢ L 28
T=T le. T nmitl <q
1 n v

als Basis. Das Bild dieser Basis-Elemente ist gerade die Menge der Potenzen

T

(. T ZL . 14
W (T _wq,n(T1 Tnn)

1
= Tel.(TQ)ez._._.(an )Zn
_ Tél+52-q+é3~q2+...+€n-qn'1

_1%gn®

von T des Grades < q" (wegen der Surjektivitat von cpq n). Wegen der Bijektivitat von

@ _ bildet IPT eine Basis von F[T]  bijektiv auf eine Basis von F[T] ab, d.h.
q,n q.n <q <qn
die Einschrankung (6) ist ein F-linearer Isomorphismus.

Sei jetzt q eine Potenz der Charakteristik p (>0) von F mit

q>dy, (f(T,U))

T,U

Der F-Algebra-Homomorphismus
T U . _ _
wq,n® lpq’n.F[T,U] = F[T]®FF[U] — F[T]®FF[U] = F[T,U],

2 n-1 2 n-1
f(T,U) » (T, 7419 ... 79 U udud . ud ),
induziert dann einen F-linearen Isomorphismus
F[T,U] =F[T] ®_F[U — F[T ® _F[U = F[T,U . 7
T.UI_y = FITI (®EFIU]  — FITI_ ®EFIUI_ =FITU . ()
Analog induziert der F-Algebra-Homomorphismus
T U \%
Y= wq,n® lpq’n® wq,n:F[T,U,V] — F[T,U,V]
einen F-linearen Isomorphismus
F[T,U,V] — F[T,UV . 8
TU. V] — FTUV | (8)
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Wegen von q > dT U(f(T,U)) liegt f(T,U) im Definitionsbereich des Isomorphismus
). ’

2. Schritt. (f) ist ein Kozyklus, d.h. o(y(f)) = 0.
Es reicht zu zeigen,

I(p(D) = y(am), €))
denn wegen df = 0 und weil 1 ein F-Algebra-Homomorphismus ist, ist die rechte Seite

gleich O (also mit (9) auch die linke). Nach Definition von d und  sind beide Seiten
von (9) k—linqare Funktionen in f. Weil f eine Linearkombination von Potenzprodukten

der Gestalt T'U ist, reicht es zu zeigen,

A(p(T'UY)) = y(a(T L)) (10)
Nach Definition gilt

J(TIU)) = UV - (T+U)Vi+ (U+V)'TJ - TIU,
Weil gin .F-AlgebrajHomo.morphismus .ist, folgt . ' . .
YEOTW)) =90 YV - p((T+0)) p(V)+ p((U+V)) p(T)) - p(THp(U)
= (U p(V))
n . .
- W(TT (T +U)V) 9(V)
v=1
n . .
+W([] (U +V) ) y(T))
V'=1 .
- W(THyp(U)
= (U p(V))
n . .
- [T QT )+ (U )Y (V)
v=1
n . .
+ I1 WU )+ WV )Y ()
V: 1. .

- Y(THy(W)

_ y®q.n(My,Pg.n0

n v-1 v-1 .
- I +ud Hlvev

v=1

Pq,n0)

1 v-1 . i
+va )IV-Tch’n(])

n V-
+ [1 (U
v=1
% Pq.n0)
Weil q eine grofle Potenz der Charakteristik p (>0) des Korpers F ist, erhalten wir damit

werivly = pPan®yPend
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n oo v-1
- [T+ ey

v=1

n 1 R v-1
+ [] U+V)v'9 T
v=1
) Tcpq,n(l)UCPq,n(])
_ y®q.ny,Pq,n0)

~crsuyPan()y Fqn0)

N (U+V)(pq,n(i).T(pq,n(j)

%qn) @qn0)
— a(Tcpq,n(l)U(Pq,n(_]))
= AT p(U))
= dp(T'L)).

Bemerkungen.
(i) Die obige Rechnung I46t sich etwas abkiirzen, wenn man beachtet, daf3

(T+U) = 3 (; )T Ui~

O=<as=i
: @ (i) .
(T+U)cpq,n(1): E ( q.n ).Tcpq,n(a).Ucpq,n(l'a)
0=q, (@=o, O Tqa’®
und
@ (1) i
( 7 )=(_)modp)
D@

gilt (vel. 3.4.2 (i)).
(il) Genaugenommen braucht man eine Verallgemeinerung von 3.4.2 (i), in welcher
anstelle der Koeffizienten mi, ni der p-adischen Entwicklungen von m und n die

derq= pg—adischen Entwicklungen betrachtet werden. Den Beweis erhélt man aus
dem von 3.4.2 (i), indem man an allen Stellen, an denen p im Exponenten auftritt,

pdurchq= pg ersetzt.
3. Schritt.
Nach dem zweiten Schritt und nach 3.4.4 (ii) gibt es ein Polynom :c;;(T) € F[T] und

Elemene aiEF mit

Y(®) =g(T+U) - g(T)- g(U) + 3 ac(T.U)P
1



123

=g(T+U)- g(M-gU) + 3 ai-Cp(Tp ,UP) (Bemerkung 3.4.3 (v))
i
Dabei konnen wir auf der rechten Seite alle homogenen Komponenten der auftretenden

Polynome weglassen, welche in y(f) nicht vorkommen, d.h. wir konnen :c;; und die

~Y ~ ~Y 1
Koeffizienten a, so wihlen, dal} alle Summanden g (T"+U), g(T), g(U), ai-c(T,U)p
auf der rechten Seite im Bild der Abbildung (7) liegen. Zum Beispiel ist dann

. p' P .
a.C (T UP) =p(a-C (T1+1’ )
Weil nach dem zweiten Schrltt o)) =0 gilt, ist das Absolutglied von f gleich Null.
i ~
Weil dies auch fur die Cp(Tp ,UP") gilt, ist auch das Absolutglied von g gleich Null.
Wir wihlen ein g(T) € F[T] mit

2(T) = y(g(T)). (11)
Es gilt dann auch

2(U) =(g(U)) und g (T+U) = y(g(T+0))
(man ersetze jedes Ti auf der rechten Seite von (11) durch Ui bzw. durch Ti+Ui)'

AuBerdem ist das Absolutglied von g gleich Null, und es gilt

Y(E-g(T+U)+g(T)+g(U)- 2 a,+C (T ) =0

1+1’ i+1

Weil die Einchrankung von  auf den Deflmtonsberelch der Abbildung (7) injektiv ist
(y stimmt dort mit (7) iiberein), folgt

f-g(T+U)+g(T)+g(U)- 2 a.+C ( ) =0,

1+1’ i+1

also

f(T,U) = g(T+U)-g(T)-g(U) + E a.+C (T ),

i+1 U i+1
d.h. es gilt (ii).
Zu (iii). Die Argumentation ist im wesentlichen dieselbe wie im Beweis von 3.4.4 (iii).
1. Schritt. Fur jedes Polynom g(T) € F[T] ohne Absolutglied gilt

p-l : :

Y (g(T+T) - g(T) - g(iT)) =

i=1
Die Summe auf der linken Seite hangt F-linear von g ab. Es reicht deshalb, die Identitat
im Fall

g(T) = TM mit m # (0....,0)
zu beweisen. Es gilt dann

p-1 p-1
S (g(T+T) - g(T) - g(iT)) = 3 (THD™ -T™ - (T) ™)
i=1 i=1

p-1 p-1 p-1

= 3 (1+)T)™ 2 Tm. E GT) ™
i=1 i=1 i=1
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Pl Pl
2 (1+i) ™M™ - ng IORE B
1_1 i=1 i=1

p-1 p-1
_ 2 1ImITm E T _ E 1ImITm
=2 i=1 =1

=™ p-1)- HT™

=™ - pr™
=™l 1) T™ (g5 gilt m = (0,...,0))
=0 (p ist die Charakteristik von F).

2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir haben zu zeigen, in der Formel

n-1
(D) = T+0)-2M-50) + 3 a:Cy (T, Uy, )
von Aussage (i1) sind alle a, gleich Null. Nach Voraussetzung gilt
p-1
SH(T,iT) =0
i=1
Zusammen mit dem ersten Schritt folgt
p-1 n-1 n-1 p-1
0=73 Ea-C( ,1 Ea.EC( Bi )
- J—O _]+1 el _]+1 J+1
Nach dem zweiten Schritt im Beweis von 3.4.4 (111) ist dies aquivalent zu
n-1
0 =3ar(oF Lo
_]—0
Weil die Charakterlstlk von F glelch p ist, folgt
0 = E 4r J+1’
also ay=a =..= an_1 =0.

3.4.7 Kriterium fur elementare unipotente Gruppen

Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber dem Korper k der Charakteristik p. Dann

sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) G ist elementar unipotent.

(i) A(G) ist ein endlich erzeugter R(k)-Modul und die Elemente von A(G) erzeugen
k[G] als k-Algebra.

(ii1) G istim Fall p = 0 eine Vektorgruppe und im Fall p > 0 ein Produkt aus einer
Vektorgruppe und einer endlichen elementaren abelschen p-Gruppe.

Unter einer elementaren abelschen p-Gruppe verstehen wir ein Produkt von zyklischen
Gruppen der Ordnung p.

Beweis. (iii) = (i). Wir erinnern zunéchst an zwei frither bewiesene Aussagen. Es

bestehten die folgenden Implikationen.
G ist isomorph zu einer abgeschlossenen

Aussage 1. G ist unipotent <[ Untergruppe einer U
n

Die Implikation ‘<’ ist trivial, weil alle Elemente von
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Fepe3 a1 S
O TeyCn o
U=t |1 ER
0 0 0. 1 ¢
n-1,n
0 0 0. 0 1
unipotent sind. Die Implikation ‘=’ folgt aus 2.3.7 und 2.4.12B.

Aussage 2.
Das Produkt zweier unipotenter Gruppen ist unipotent.

Die Aussage ergibt sich aus Aussage 1 und der Tatsache, dal der injektive

Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen
A0
UmX Un < Um+n » (AB) b (0 B)

das direkte Produkt links mit einer abgeschlossenen Untergruppe von Um+n

identifiziert.
Beweisen wir die Implikation (iii) = (1).
1. Schritt. Der Fall p = 0.

Nach Voraussetzung ist G= Gg (vgl. 3.4.1). Wegen des Isomorphismus

= 1c
G,—Upch (01)’

von linearen algebraischen Gruppen ist Ga unipotent. Nach Aussage 2 ist auch
G=G, =G x.x G
a a

. . . N . ..
unipotent. Nun ist G, gerade die additive Gruppe des k-Vektorraums k™ also
insbesonere kommutativ. Zusammen ergibt sich, da G elementar unipotent ist.

2. Schritt. Der Fall p > 0.

Nach Vorausetzung ist
G = G,<H
mit einem Produkt H von endlich vielen (sagen wir r) Gruppen der Ordnung p, d.h.
G = G X(ZIpL) = (LIpLyx..x(LIpL)
Die additive Gruppe Z/pZ ist die additive Gruppe des Korpers IFP mit p Elementen,

d.h. des Primkorpers von k. Die naturliche Inklusion I <& k identifiziert Z/pZ mit
einer endlichen Untergruppe der additiven Gruppe Ga von k,
ZIpZ < Ga = U1

Weil jede endliche Teilmenge einer algebraischen Varietat abgeschlossen ist, wird so
Z/pZ mit einer abgeschlossenen Untergruppe von U1 identifiziert. Insbesondere ist

Z,/pZ eine unipotente Gruppe. Als Produkt unipotenter Gruppen (die isomorph zu Ga

oder Z/pZ. sind) ist
G unipotent.
Als Produkt abelscher Gruppen ist G abelsch. Als additive Gruppe von
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K'%(F !
( p)

ist G elementar unipotent (weil das p-fache jedes (n+r)-Tupels das neutrale Element ist).

(ii) = (iii) im Fall, da G zusammenhéngend ist.

Nach Voraussetzung ist A(G) ein endlich erzeugter R(k)-Modul. Weil G
zusammenhangend ist, ist A(G) als R(k)-Modul torsionsfrei (nach 3.3.6 (i)). Als
algebraisch abgeschlossener Korper ist k perfekt. Deshalb ist A(G) (nach 3.3.3 (iii)) als
R(k)-Modul eine direkte Summe von (endlich vielen) zyklischen R(k)-Moduln und
sogar frei iiber R(k), sagen wir

A(G) = R(k)-f1+...+R(k)-fm mit f
Nach 3.3.6 (ii) sind

1,...,fIn linear unabhéangig uiber R(k).

f 1,...,fm algebraisch unabhangig uber k.

Nach Voraussetzung wird k[G] von den Elementen von A(G) erzeugt, d.h. im Fall p
# 0 von den Elementen der Gestalt'

Tj-fi:fP], i=1,..m, j = 0,1,2,...
i

(vgl. 3.3.4 A) und im Fall p =0 von den f

G die Gestalt

1""’fm' Damit hat der Koordinatenring von

k[G] = k[f1 ,...,fm]

mit algebraisch unabhidngigen additiven Funktionen fi’ d.h. Homomorphismen von

linearen algebraischen Gruppen fi:G — Ga' Weil die fi den Koordinatenring erzeugen,
ist durch

_ f,(0

fG—S>XCKkMN x| ... |,
£ ()
ein Isomorphismus von affinen algebraischen Varietaten definiert (vgl. Bemerkung
1.3.1 (iii)) mit sagen wir
X = V(gl,...,gs), gi € k[Tl""’Tm]'

Weil die ’fi algebraisch unabhéngig sind, mussen alle g identisch Null sein, d.h. X =

k™ und f ist ein Isomorphismus

= m
:G—kM=G a
Weil die fi additive Funktionen sind, ist es sogar ein Isomorphismus von linearen

algebraischen Gruppen, d.h. G ist eine Vektorgruppe, d.h. es gilt (ii1).

(1) = (i) im Fall, daB G zusammenh#ngend ist.

Nach Aussage 1 konnen wir annehmen G ist eine abgeschlossene Untergruppe einer der
Gruppen Um’
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(/X3 X mel Xim )

0 1 x.,...Xx X |

23 2,m-1 2m |
GCU = 0 /x..€k L

mo ij
O 0 0. 1 x
m-1,m

L\O O O 0 1 J

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: m = 1.
Es gilt dann G = U | = {e}, k[G] =k, also A(G) =* 0. Insbesondere ist A(G) ein

endlich erzeugter R(k)-Modul. Trivialerweise wird k[G] = k als k-Algebra von A(G)
erzeugt: k ist die kleineste k-Algebra, in der A(G) enthalten ist.

Induktionsschritt: m > 1.

Wir betrachten die beiden folgenden Abbildungen.

U —»U_ [ Ap A,
wobei A’ aus A entstehe durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte, und
YU —»U Ap A%,
m m-1

wobei A” aus A entstehe durch Streichen der letzten Zeile und letzten Spalte. Beide
Abbildungen sind regulir,

¢ und 1 sind regulare Abbildungen,

denn die Eintrage von A’ und A” sind reguldre Funktionen der Eintrage von A. Beide
Abbildungen sind surjektiv,

¢ und  sind sind surjektiv,

denn indem man A’ durch eine erste Zeile und eine erste Spalte erganzt, wobei der
einzige von O verschiedene neue Eintrag sich in der Position (1,1) befindet und gleich 1
ist, erhalt man zu vorgegebenen A’ eine Matrix A mit @(A) = A’. Indem man analog A
durch eine letzte Zeile und eine letzte Spalte erganzt, wobei nur der Eintrag in der
Position (m,m) von O verschieden ist (und gleich 1 ist), findet man auch ein Urbild von
A’ bei . SchlieBlich sind

¢ und vy Gruppenhomomorphismen.
Wenn man namlich die i-te Zeile eines Elements von Um mit der j-ten Spalte eines

Elements von Um multipliziert, so hdngt das Ergebnis im Fall 1 < i nicht von den ersten

Koordinaten der Faktoren ab’® und im Fall j < m nicht von den letzten Koordinaten der
Faktoren®®. Zusammen erhalten wir,

¢ und v sind surjektive Homomorphismen linearer algebraischer Gruppen.

Insbesondere sind die Bilder ¢(G) und y(G) abgeschlossene Untergruppen von Um-l

(nach 2.2.5). Sie sind unipotent (weil sie ganz in Um liegen). Sie sind elementar

-1
unipotent,

* Jede additive Funktion f: G = {e} —» k=G ist ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe G
a
mit Werten in der additiven Gruppe G , d.h. es ist f(e) = 0 und die einzige additve Funktion auf G ist
a

identisch Null
% denn die erste Koordinate des ersten Faktors ist im Fall 1 < i gleich 0.
% denn die letzte Koordinate des zweiten Faktors ist mit Fall j < m gleich 0.
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@(G) und Y(G) sind sind elementar unipotent,

weil das homomorphe Bild einer abelschen Gruppe abelsch und (im Fall p > 0) das Bild
eines Elements der Ordnung p die Ordnung p hat oder gleich dem neutralen Element ist.

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf ¢(G) und y(G) an und erhalten:
A(p(G)) und A(Y(G)) endlich erzeugte R(k)-Moduln,

die k[p(G)] bzw. k[ (G)] als k-Algebren erzeugen.

&)

Weil die Abbildungen ¢: G — @(G) und y: G — Y(G) surjektiv sind, induzieren sie
Injektionen

k[p(G)] & k[G] und k[Y(G)] & k[G]. (2)
Wir konnen die Koordinatenringe von ¢(G) und (G) als Teilalgebren von k[G]
betrachten. Sei jetzt Xij: G — k die regulare Abbildung, welche jede Matrix auf deren

Eintrag in der Position (i,j) abbildet. Dann gilt (vgl. 2.2.2 Aufgabe 1)
k[G]=k[xij l1=<i<j=m]

klp(G)] = k[xij 2<i<j=m]
k[Y(G)] = k[xij l1<i<j=m-1]

Nach (1) werden A(¢p(G)) und A(Y(G)) uber R(k) von jeweils endlich vielen additiven

Funktionen auf ¢(G) bzw. \(G) erzeugt. Durch die naturlichen Einbettungen (2)
werden diese zu additiven Funktionen auf G, es gibt also endlich viele additive

Funktionen a1 ,...,an auf G mit

A@(G) + AW(G) =R(K)+a +..+R(K)a . 3)

Dieser R(k)-Modul liegt ganz in A(G). Weil G nach Voraussetzung zusammenhangend
ist, ist A(G) torsionsfrei (nach 3.3.6(i)). Damit ist aber auch der Teilmodul (3)
torsionsfrei. Weil letzterer endlich erzeugt ist, ist er sogar frei iber R(k) (nach
3.3.3(iii), denn k ist als algebraisch abgeschlossener Korper perfekt). Wir konnen also
annehmen,

al,...,an sind linear unabhangig uiber R(k).

Nach 3.3.6(ii) sind dann die a, algebraisch unabhéangig uiber k,
A, sind algebraisch unabhéngig uiber k. 4)

Nach (1) erzeugen diese additiven Funktionen a, eine k-Algebra, welche die

Koordinatenringe von ¢(G) und y(G) enthalt,
klg(G)] & kla,,....a ] und k[p(G)] & Kla,....a . )
Insbesondere gilt

Xij S k[al,...,an] (CKk[G)) furalle (i,j) mit2<i<jsmoder I =i<j=<m-1.

Damit liegen alle xij in k[a an] mit eventueller Ausnahme des Fallsi=1 und j = m.

1
Wir setzen

X=X, .
1m

Fur u, v € G gilt
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1 x12(uv) le(uv) 1 X12(u) le(u) 1 X12(V) le(v)
0 1 xzm(uv) _ o 1 .. xzm(u) . o 1 .. sz(v)
also
xlm(uv) = 1-xlm(v)+x12(u)~)(2m(v)+...+x1 m_l(u)-xm_1 m(V) + Xim(u)-l,
also
x(uv)-x(v)-x@)= X12(u).x2m(v)+"'+xl,m—l(u).xm-l,m(V)

Unter den auf der rechten Seite auftretenden Funktionen Xij kommt le nicht vor, d.h.

diese Xij liegen in k[al,...,an]. Es gibt also ein Polynom f(T,U) € k[T,U] mit
x(uv) - x(u) - x(v) = f(al(u),...,an(u), al(v),...,an(v))

fur beliebige u, v € G. Im folgenden werden wir abkuirzend
a(u) fur (al(u),...,an(u)

schreiben (fur beliebige u € G), so dal} diese Identitat die Gestalt
x(uv) - x(u) - x(v) = f(a(u), a(v))
bekommt.
Fur beliebige u, v, w € G erhalten wir (vgl. 3.4.5)
(9f)(a(w), av), a(w)) = f(a(v),a(w)) - fla(w+a(v),a(w))+f(a(w), a(v)+a(w))-fla(u),a(v))
=" f(a(v),a(w)) - f(a(uv),a(w))+f(a(u),a(vw))-f(a(u),a(v))
= xX(Vvw)-x(v)-x(w)

-x(uvw)+x(uv)+x(w)
+x(uvw)-x(u)-x(vw)
-x(uv)+x()+x(v)
=0
Es gilt also

(of)(a(u),a(v), a(w)) = 0 fur beliebige u, v, w € G.
Wir betrachten die linke Seite dieser Identitat als reguldare Funktion von
(u,v,w) € GXGXxG.
Bezeichnet p.: GxGXG — G die Projektion auf den i-ten Faktor, so gilt’®

%k % *
(9P (@), (@), P3(@) (u,v.w)
=(ID(P] @)UV W), Pa(@) (UV,w), P3(@)(uv,w))

= (0D ((a°p D(,v,w), (a°p,)(u,v,w),(a°p,)(u,v,w))
E)af)(a(U), a(v), a(w))

k
Als Elemente von k[GXGxG] = k[G]®kk[G]®kk[G] sind die Funktionen p; (aj) gerade
die Tensorprodukte

37 die 8, sind additive Funktionen auf G.

¥ Die Auswertung an der Stelle (u,v,w) ist ein k-Algebra-Homomorphismus.
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ES
a.)=a.®1®1

Pi( J) i
J)=1®a.®1

Pz(aj) aj

*®
)=1®1®a..
Pg(aj) a]

Sie liegen in der Teilalgebra
k[a1 ,...,an]®kk[a1 ,...,an]®kk[a1 ,...,an]

k % %
und (8f)(p1(a), pz(a), p3(a)) ist als Element dieser Teilalgebra gleich 0.
Nach (4) besteht ein k-Algebra-Isomorphismus
kla,,....a ] — k[U,,...,U ],a. » U.,
1 n 1 n’ i 1

mit Unbestimmten Ui’ also ein k-Algebra-Isomorphismus

k[a ,...,an]®kk[al,...,an]®kk[a1,...,an]

1

— k[Ul""’Un]®kk[V1""’Vn]®kk[w ,...,Wn] = k[U,V,W]

1
a.®1®1 p U, 1®a.®1 b V., 1®1®a. » W..
J J J J J J

Das Bild von
% % %
(96)(p) (@), Py(a), P3(@) = (IN(EO1O1,19a@ 1,19 1®a)

bei diesem [somorphismus ist (of)(U, V, W), d.h. es gilt
(oH(U, V, W) =0.
Wir haben gezeigt,

f(UV) € k[U.V] = k[U, ..U VoV

I’ n 1

ist ein polynomialer 2-Kozyklus. Wir konnen unser Kriterium fur (multidimensionale)
polynomiale 2-Koréander 3.4.6 anwenden, und erhalten im Fall der Charakteristik

p=0,
daB es ein g € k[U] gibt mit

f(UV) = g(U+V) - g(U) - g(V). (0)
Behauptung: im Fall einer positiven Charakteristik hat f ebenfalls diese Gestalt.
Auf Grund unseres Kriteriums 3.4.6 reicht es zu zeigen, es gilt
p-1
> f(U, ieU) = 0.
i=1

Weil die a, algebraische unabhéangig sind, reicht es zu zeigen, die reguldre Funktion

p-1
> f(a, iea)

=1
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ist identisch Null auf G. Fur u € G gilt

p-1 p-1
( Y f@a, ira))(w) = 3 f(a(w), i~a(u))
i:l 1=1
p-1 .
= Y f(a(u), a(ul)) (die aj sind additive Funktionen)
i=1
p-1 . .
=> (x(ueul) - x(u) - x(u')) (nach Definition von f)
i=1
-1 -1 .
=S ) - e Dex) - 3 x(u)
i=1 i=1
= x(uP) - (p-1)*x(u) - x(u)
= x(uP) - pex(u)
= x(uP) (p ist die Charakteristik von k)

Nun ist nach Voraussetzung (i) die Gruppe G elementar unipotent. Wegen p >0 hat

jedes Element von G eine Ordnung, welche p teilt. Deshalb ist uP = e, also

p-1
Elf(a’ iea))(u)= x(e) = le(e) =0
(der Eintrag in der Position (1,m) der Einheitsmatrix ist wegen m > 1 gleich 0).

Damit hat f auch im Fall postiver Charakteristik die Gestalt (6). Fur jede Charakteristik

gilt
x(uv) - x(u) - x(v) =f(a(u), a(v)) (nach Definition von f)
= g(a(u+a(v)) - ga() - g(a(v))  (nach (6)) .
= g(a(uv)) - g(a(u)) - g(a(v)) (die a, sind additive Funktionen)

zusammen also
x(uv) - x(u) - x(v) = g(a(uv)) - g(a(u)) - g(a(v)) (7
fur beliebige u, v € G. Wir setzen
h(u) 1= x(u) - g@(W) = x; (1) - g(a, (W),....a_(u))
Wegen (7) gilt dann
h(uv) - h(u) - h(v) =0
fur u, v € G, d.h.

h ist eine additive Funktion.
Wir sind jetzt soweit, dal wir zeigen konnen, der Koordinatenring k[G] wird von
additiven Funktionen erzeugt (d.h. es gilt der zweite Teil von Aussage (ii)).
Es gilt
k[G] =k[xij l1<i<j=m]

Dabei liegt jedes Xij mit eventueller Ausnahme von x = x

Xii € kiG] U kp(G)]

Im in k[(G)] oder in k[y(G)],

fur (i,j) # (1,m), also
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X.. € Kk[a,,...,a ]
1j 1 n
fur jedes (i,j) # (1,m) (wegen (5)). Damit gilt

k[G] = k[al,...,an, le]
= k[al,...,an, xlm—g(al,...,an)]
= k[al,...,an, h]
Der Koordinatenring k[G] wird von endlich vielen additiven Funktionen erzeugt.
Wir haben noch zu zeigen, A(G) ist als R(k)-Modul endlich erzeugt. Weil G zusam-

menhangend ist, ist A(G) torsionsfrei (nach 3.3.6(i)). Insbesondere ist damit der
endlich erzeugte Teilmodul

R(K)+a +..+R(K)+a +R(K)+h

von A(G) torsionsfrei, also frei uber R(k) (nach 3.3.3 (iii)), sagen wir
R(k)-al+...+R(k)-arl = R(k)-f1+...+R(k)-fé (8)

mit f 1,...,f ( linear unabhéngig uber R(k), also algebraisch unabhéngig uiber k (nach
3.3.6 (i1)). Wegen (8) sind die a, und h Polynome in den fj und die fJ Polynome in den
a, und h. Es gilt also
k[G] = k[al,...,an, h]
= k[fl"“’fé]
Weil die fi den Koordinatenring von G erzeugen, definieren sie einen Isomorphismus
algebraischer Varietaten von G mit einer abgeschlossenen Teilmenge
X = V(gl,...gs)

des ké,

_ £,

f:G — X = V(g,.g) C ké, X b
£

Weil die fi algebraisch unabhiangig sind, muissen die definierenden Polynome g, von X

identisch Null sein, d.h. X = ké und f ist ein [somorphimus algebraischer Varietaten

f:GikZ=G‘g

Weil die fi additive Funktionen sind, ist f ein Gruppen-Homomorphismus, also ein

Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen,

66t
Nach 3.3.5ist A(G) = A(Gfl) endlich erzeugt iiber R(k) (mit einer Basis aus ¢
Elementen).
Bemerkung.

Wir haben im Fall einer zusammenhéangenden linearen algebraischen Gruppe G gezeigt,
daf} die Aussagen (1), (i) und (iii) dquivalent sind, wobei die Implikation

(i) = (1)
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auch im allgemeinen Fall besteht. Wir zeigen als nachstes, daf} (i) und (iii) im
allgemeinen Fall auch dquivalent sind.

(1) = (iii). Sei G eine elementare unipotente Gruppe uiber k. Dann ist auch GO eine

elementare unipotente Gruppe (vgl. 3.4.1). Weil GO zusammenhédngend ist (und die
Aquivalenz von (1)- (ii1) im zusammenhéngenden Fall bereits bewiesen wurde), ist

GO eine Vektorgruppe, sagen wir G0 = Gg.
Weil G abelsch ist (vgl. 3.4.1) ist G/GY eine endliche abelsche Gruppe und als solche
ein direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen, sagen wir
GIGY =27 x.xZ .

1. Schritt. Der Fall positiver Charakterisk p des Grundkorpers k.
Wir betrachten die exakte Sequenz

a
0— GO —G— le"'XZr — 0.

Sei z, € G ein Element dessen Bild in Z X...XZr ein Erzeuger von

1
Z, = {13x. X{IXZx{1}x..x{1} & Z,

ist. Dann ist z, !=e und die von z, erzeugte Untergruppe <z>von G hat die Ordnung p,

X...XZ
r

# <Zi> =p.

Die Einschrankung von o auf <z> ist surjektiv, also ein Isomorphismus

Od<z.>: <Zi> — Zi (S ZIX"'XZr)

(weil Definitionsbereich und Bild dieselbe Ordnung haben). Deshalb ist
-1 -
B: le...XZr — G, (Xl""’xr) (BN aI<Z1>(x1)-...-ocl<zr>(xr)),

ein Gruppen-Homomorphismus mit

a(B(a(z) = a(@z) = a(z).

Zu Zusammensetzung aef} bildet ein Erzeugendensystem von Z X...XZr elementweise

1

in sich ab, d.h. es gilt oo = Id, d.h. B ist ein Schnitt von a. Die exakte Sequenz
zerfallt und es gilt

G = Goxﬁ(zlx...xzr) = GY% 7. X7,

Man beachte, weil Z X...XZr endlich ist, ist 3 eine regulare Abbildung, also ein

1
Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Insbesondere gilt (iii).

2. Schritt. Der Fall der Charakterisk p = 0 des Grundkorpers k, ist G = cV=¢G
Weil konnen annehmen, G ist abgeschlossene Untergruppe einer GLn'

n
a

Angenommen, es gibtein x € G - GO. Dann gilt x € G - {e}.Weil x unipotent ist, sind

alle Eigenwerte von x gleich 1, und wir konnen durch Konjugation erreichen, dafl x mit
seiner Jordanschen Normalform uibereinstimmt, sagen wir

x=Id+nmitnE Y k-E.C Nl,wegenx # egiltn # 0.
1 n
Z(Eij)=1
(Bezeichnungen wir in 2.1.5 Aufgabe 4, dritter Schritt).
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Fur die i-te Potenz von x erhalten wir

i_ o« ! . TR () (PR
x'='3 (, )en® =1d +ien + y(i) mit y(i) EN N, C N_
a=0
Weil die Charakteristik von k gleich 0 ist, gilti=n # 0, d.h.

x' # 0.
d.h. x hat unendliche Ordung.

Weil G/GO endliche Ordnung besitzt, gibt es eine natiirliche Zahl ¢ mit
edd=agl =1t

¢_, ¢

Dann gibt es aber auch ein y € k" = Gg = GY mit y~ =Xx", also (xy'l)é =e, d.h. xy'1

hat endliche Ordnung, kann also nicht in G-G0 liegen. Also gilt
Xy'1 S5 GO,
also
x € Gy € GY.GY = &Y,
ir;;tWiderspmch zur Wahl von x. Unsere Annahme fuhrt zu einem Widerspruch. Also
gi

G-cV=0,

also
_0_~n
G=G"=G,.

Wir haben gezeigt, die Aussagen (i) und (ii1) sind fur beliebige lineare algebraische
Gruppen G aquivalent (und im zusammenhéngenden Fall sind (1), (i1) und (ii1)
aquivalent.

(i) = (1). Nach Voraussetzung wird k[G] von addititiven Funktionen erzeugt, sagen

wir
k[G] = k[fl""’fn]’

wobei jedes fi: G— Ga ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen
ist. Weil die fi den Koordinatenring erzeugen, ist durch
£,

G — kx| ... |,
£ 00
ein Isomorphismus mit einer abgeschlossnen Teilvarietit V. C k™ definiert (vgl.
Bemerkung 1.3.1 (iii)). Weil die fi additiv sind, ist

¢:G—kM=G,'

ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen, ¢(G) eine abgeschlossene

Untergruppe von G;n (vgl. 2.2.5 (ii)) und die durch ¢ induzierte Abbildung

G — 9(G)
ein [somorphismus von linearen algebraischen Gruppen (vgl. das Ende von Schritt 3 im
Beweis von 2.3.7 (i)). Wir konnen die Gruppe G mit deren Bild bei ¢ identifizieren.
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Als Untergruppe der elementaren unipotenten Gruppe G;n ist G unipotent und

elementar, d.h. es gilt (i).

Zusammenfassung.
Wir haben bisher die folgenden Implikationen bewiesen.

(i) = (1) & (iii)
(1) & (i1) & (111) falls G zusammenhangend ist.
Zum Abschluf des Beweises reicht es somit, die Implikation
(iii) = (ii)
zu beweisen.

(iii) = (ii). 1. Schritt. Sind G1 und G2 zwel lineare algebraische Gruppen, fur welche

Bedingung (i1) erfullt ist, so ist Bedingung (i1) auch fur G’xG”
erfullt.
Nach Bemerkung 3.3.1A(v) die Abbildung

¢:AG *G,) — AG)) ® AG,). f b (foq,, foq,)

ein k-linearer Isomorphismus. Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k positiv, dies
sogar ein Isomorphismus von R(k)-Moduln, denn es ist

@(T+f) = o(fP)
= (fPOql, fpoq2)
= ((feq )P, (foq)P)
= ((feq )P, (foq)P)
= (To foqI, Te foqz)
= T.(foql’ foqz)

= Teq(D).
Nach Voraussetzung sind A(Gl) und A(Gz) endlich erzeugte R(k)-Moduln. Auf Grund

des Isomorphismus ist dann aber auch A(G1XG2) endlich erzeugt tiber R(k).
Wir haben noch zu zeigen, A(Glez) erzeugt k[G1 XG2] als k-Algebra. Nach
Voraussetzung wird k[Gi] von A(Gi) erzeugt (furi=1,...,2).
Nach Bemerkung 3.3.1A(v) ist

P AG) @ AG,) — AG xG). (£8) b py (D) + pae).
die zu @ inverser Abbildung. Insbesondere gilt

PI(A(G,) C AG,%G,) und py(A(G,)) C AG, XG,).

Dieselben Inklusionen bestehen deshalb auch zwischen den von diesen Mengen
erzeugten k-Algebren.

KIp (A(G )] C KLA(G, %G,)] und KIpy(A(G,)] S KIAG, XG,)l.
Weil
p?: k[Gl] — k[G1XG2] und p;: k[G,] — k[G
k-Algebra-Homomorphismen sind, gilt
KIp| (A(G )] = py KIA(G,)]) = KIG, 1®k

xG2]

2] 1
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und
ES ES
K[po(A(G )] = po[A(G,)]) = k®K[G
Die Inklusionen konnen wir deshalb in der Gestalt
k[G1]®kDg k[A(Glez)] und k®k[G2] C k[A(Glez)].

2]'

Es folgt
K[G,1®K[G,)] C k[A(G,xG,)] C kIG  I®KG,],
also
k[A(GIXGz)] = k[Gl]®k[G2].

Mit anderen Worten, der Koordinatenring von GIXG2 wird also k-Algebra von den

additiven Funktionen auf G1 ><G2 erzeugt.

2. Schritt. Mit (iii) gilt auch (ii).
Nach Voraussetzung gilt
G= Gax"'XGa imPFallp=0

und

G= GaX...XGaXZ/pZX...XZ/pZ im Fall p > 0.
Nach dem ersten Schritt reicht es zu zeigen, dal3 Ga und (im Fall p>0) Z/pZ den
Bedingungen von (ii) genuigen. Fur Ga haben wir dies bereits gezeigt, denn Ga ist

zusammenhangen, d.h. es besteht die Implikation (iii) = (i1). Wir konnen also

annehmen,
G =Z/pZ und p > 0.
Wie wir bereits gesehen haben, induziert die natuirliche Einbettung

Fp Sk
des Primkorpers IFp in den Korper k der Charakteristik p eine regulare Abbildung
linearer algebraischer Gruppen
1G=2Zh2 & Ga
welche G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von Ga identifiziert. Insbesondere ist
der induzierte k-Algebra-Homomorphismus der Koordinatenringe
i k[T =k[G,] —» k[G] ©)

surjektiv. Dabei bezeichnet T eine einzelne Unbestimmte, namlich die additive
Funktion, welche jedes Element von Ga = k auf seine einzige Koordinate abbildet (d.h.

die identische Abbildung k — k). Weil i ein Homomorphismus von linearen

algebraischen Gruppe ist, ist
*(T)=TI G

eine additive Funktion auf G. Weil der k-Algebra-Homomorphismus (9) surjektiv ist,
wird bei i* jedes Erzeugendensystem der k-Algebra k[Ga] in ein Erzeugendensystem

der k-Algebra k[G] gebildet. Insbesondere wird k[G] von i*(T) = Tl , als k-Algebra

erzeugt:

G

k[G] wird als k-Algebra von additiven Funktionen erzeugt.

Wir haben noch zu zeigen, A(G) ist ein endlich erzeugter R(k)-Modul. Wegen k C
R(k) reicht es zu zeigen, A(G) ist ein endlich-dimensiionaler k-Vektorraum.
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Weil die Restklasse von 1 die zyklische Gruppe G = Z/pZ erzeugt, ist eine additive
Funktion f auf G bereits durch deren Wert in dieser Restklasse eindeutig festgelegt,

f(n mod pZ) = n+f(1 mod pZ).
Deshalb ist die Abbildung

A(G) — k, f » (1 mod pZ),
injektiv. An der Abbildungsvorschrift lesen wir ab, daf} sie auch k-linear ist, also ein
Isomorphismus von k-Vektorraumen. Damit ist A(G) ein endlich erzeugter k-

Vektorraum, also erst recht ein endlich erzeugter R(k)-Modul.
QED.

3.4.8 Kriterium fur elementare unipotente F-Gruppen

Seien F ein Teilkorper von k und G eine F-Gruppe. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

) G ist elementar unipotent.

(i1) A(G)(F) erzeugt F[G] als F-Algebra.

(iii)) G ist F-isomorph zu einer abgeschlossenen F-Untergruppe einer Gg.

Sind diese Bedingungen erfullt, so erzeugen bereits endlich viele Elemente von A(G)(F)
die F-Algebra F[G].

Beweis. (i) = (ii). Nach Bemerkung 3.3.1 A (iii) ist A(G)(F) eine F-Struktur von
A(G)(k), d.h.
k®FA(G)(F) = A(G).

Nach 3.4.7 (ii) wird die k-Algebra k[G] durch Elemente aus A(G) erzeugt. Weil letztere
k-Linearkombinationen von Elementen aus A(G)(F) sind, wird k[G] durch Elemente
aus A(G)(F) erzeugt. Damit enthalt die von A(G)(F) erzeugte F-Teilalgebra von F[G],

FIA(G)(F)] & FIG], (1)
ein Erzeugendensystem der k-Algebra k[G]. Es folgt

k[G] C k®F FIAG)(F)] C k®FF[G] = k[G].
Der Funktor k®F uberfuhrt also die Inklusion (1) in einen Isomorphismus. Weil der

Funktor k®F treuflach ist, muf (1) selbst schon ein Isomorphismus sein, d.h. es gilt

FLA(G)(F)] = FIG].
(i1) = (iii). Weil G eine affine Varietat ist, ist k[G] als k-Algebra endlich erzeugt, sagen

wir
k[G] = k[x1 ,...,xn].

Wegen k[G] = k®FF[G] ist jedes X, eine k-Linearkombination von (endlich vielen)
Elementen aus F[G]. Wir konnen deshalb annehmen,

X X € F[G].
Weil F[G] nach Voraussetzung als F-Algebra durch A(G)(F) erzeugt wird, ist jedes X,

ein Polynom in endlich vielen Elementen aus A(G)(F). Wir konnen deshalb annehmen,
XX e A(G)(F).
Weil die X, die k-Algebra k[G] erzeugen, ist die regulare Abbildung
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x,(p)
G — kn, pH R N
x ()
ein [somorphismus der algebraischen Varietat G mit einer abgeschlossenen Teilvarietat

v Ck" (vgl. Bemerkung 3.1.3 (iii) oder das Ende dritten Schritts im Beweises des
Einbettungssatzes 2.3.7 (1)). Weil die X, additive Funktionen sind, ist

G—k'=G,

ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen, der einen Isomorphismus
mit einer abgeschlossenen Untergruppe von G, induziert. Weil die X, uber F definiert
sind, ist dieser Isomorphismus ein F-Isomorphismus mit einer abgeschlossenen F-

n
Untergruppe von G,,.
(iii) = (1). Nach Vorausetzung konnen wir G mit einer abgeschlossenen Untergruppe
einer G, identifizieren. Deshalb besteht G vollstindig aus unipotenten Elementen. Ist

die Charakteristik p des Grundkorpers positiv, so hat jedes Element von G - {e} die

Ordnung p (weil dies fur jedes Elemente von Gg -{e} =k - {0} gilt). Deshalb ist G

elementar unipotent (vgl. 3.4.1).
QED.

3.4.9 Theorem: die zusammenhingenden linearen algebraischen Gruppen
der Dimension 1

Sei G eine zusammenhangende lineare algebraische Gruppe der Dimension 1. Dann ist
G isomorph zu Ga oder Gm.

Beweis. Nach 3.1.3 ist G kommutative und die Gruppe G stimmt mit ihrem
halbeinfachen oder mit ihrem unipotenten Teil Uiberein,
G= GS oder G = Gu'

Im zweiten Fall ist G sogar elementar unipotent (vgl. 3.1.3 (iii) und 3.4.1)
1. Fall. G = GS .

Wir konnen annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe einer GLn' Weil G

abelsch ist und aus halbeinfachen Elementen besteht, konnen wir annehmen, G besteht
aus Diagonal-Matrizen,

GCD,
n

(vgl. 2.4.2 (i1)), d.h. G ist diagonalisierbar (vgl. 3.2.1). Weil G nach Voraussetzung
zusammenhdngend ist, ist G ein Torus (vgl. 3.2.7 (i1)), d.h. wir kdnnen annehmen,

N _ D
G= Dn = Gm
(vgl. 3.2.1). Weil G eindimensional sein soll, mul n = 1 sein, d.h. G = Gm'
2. Fall. G = Gu und G elementar unipotent.
Nach 3.4.7 (ii1) hat G die Gestalt
__ N
G= Ga X Z1

mit endlichen zyklischen Gruppen Zi' Weil G zusammenhingend sein soll folgt

X.. X7
r

__ N
G =G,
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und weil G eindimensional ist, muf3 n =1 sein, d.h.
G=G.
a
QED.

3.4.10 Aufgaben

3.4.10 Aufgabe 1

Sei R = R(k) wie in 3.3.1. Zeigen Sie, die elementar unipotenten Gruppen uber k bilden
eine Kategorie, welche anti-aquivalent ist zur Kategorie

R-f-Mod
der linken endlich erzeugten R-Moduln (Fur weitere Ergebnisse in dieser Richtung siehe
14.3.6).

Bemerkungen
(1) In 14.3.6 wird eine Konstruktion angegeben, die nahelegt, dall mit der behaupteten
Anti-Aquivalenz der Funktor
¢ Kategorie der elementar unipotenten
’ <1inearen algebraischen Gruppen uber k

(vgl. 3.3.1 und 3.3.4) gemeint ist. Zumindeste wir dort die Existenz eines
Isomorphismus

) — R-f-Mod, G 1 A(G),

M —> A(9)
fur jeden endlich erzeugten R(k)-Modul M behauptet mit einer elementar
unipotenten Gruppe § = G(M). Die nachfolgende Bemerkung gibt ein Argument an,
welches darauf hinweist, dal dies unmoglich der Fall sein kann. Man muf} die
Bild-Kategorie
R-f-Mod
der endlich erzeugten R-Moduln durch die Kategorie der endlich erzeugten R-
Moduln ohne T-Torsion ersetzen.
(i) Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Der linke R-Modul
M =R/R-T"
ist endlich erzeugt, denn die Restklasse von 1 € R erzeugt M uiber R. Das Element
T™ER
liegt wegen T+R = ReT, also T"R = R+T" im Annullator von M. Ist M isomorph
zum Modul der additiven Funktionen einer elementar unipotenten Gruppe G,
R/R-T" =M = A(G),
so gilt

n
0=T%=fP fur jedes f € AG) (C k[G]).

Als additive Funktion ist f eine Abbildung mit Werten in k. Weil ein Potenz von
gleich O ist, ist f selbst gleich 0,

f =0 fur jedes f € A(G),

d.h. es gilt A(G) = 0 im Widerspruch zu A(G) = R/R-T" # 0.
Allgemein bestehen fur jede lineare algebraische Gruppe G die Implikationen
fEAG)und T-f=0= P=0= =0,

d.h A(G) besitzt keine T-Torsion.

(i1) Eine Beschreibung der endlich erzeugten R-Moduln ohne T-Torsin im Fall der
Charateristik p > 0.
Sei

M
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ein endlich erzeugter R-Modul. Nach 3.3.3 (iii) ist M eine direkte Summe von
zyklischen R-Moduln, sagen wir

M=M 16—)...6—)Mr
mit Mi zyklisch, d.h.

Mi = R/R-ki mit XiER. (1)
Wir konnen annehmen, )\i ist ein nicht-konstantes Polynom (denn andernfalls ist

R/R’Ki = 0). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(a) M besitzt T-Torsion.
(b) Einer der direkten Summanden Mi besitzt T-Torsion.

(c) Ein ki hat die Gestalt ki = T-ui mit uiER.
Die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen ergibt sich einfach aus der Tatsache,
daf ein Element m = (ml,...,mr) € M genau dann von T annulliert anulliert wird,

wenn T jede der Koordinaten m, annulliert.

Falls A = }\i die Gestalt A = Tep hat mit u€R, so ist die Restklasse [u] von u in Mi

ein von Null verschiedenes Element*’ mit
Te[u] = [Teu] =[A] =0,
d.h. Mi besitzt T-Torsion. Also besteht die Implikation (c) = (b).

Falls Mi ein R-Modul mit T-Torsion ist, gibt es ein r € R - RoA mit Ter € ReA,

d.h. es ist
Tor = soA fur ein s € R. 2)

Weil k algebraisch abgeschlossen ist, konnen wir s und A in der Gestalt

s=3 (s )P T und =3 (kﬁ)p-Tﬁ
a p
schreiben. Auf Grund der Identitat (2) ist das Absolutglied (rO-KO)p von seA.

gleich 0. Also gilt

SO =0 oder )\0 =0.

Im ersten Fall gilt s =T Y Soc'Ta_l also Ter =T« (3 sa-Ta_l)O)». Weil R

(04 (04

nullteilerfrei ist, folgt r = (3 Sa°Ta_1)°k € Rel im Widerspruch zur Wahl von r.

(0

Also tritt der erste Fall nicht ein und es gilt A, =0, d.h. A hat die Gestalt

0

A=Te(3 xa-TO“l)
o

“ Jedes Element von R+A hat einen Grad = deg(\) (nach Bemerkung 3.3.1 B (iii)). Wegen deg(n) =
deg(M) - 1 liegt also w nicht in ReA.
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Damit ist auch die Implikation (b) = (c) bewiesen.

Beweis. 1. Schritt. Der Ubergang zum R-Modul der additiven Funktionen definiert
einen kontravarianten Funktor

Kategorie der endlich
erzeugten R(k)-Moduln

) (Kategorie der elementar unipotenten Gruppen
ohne T-Torsion

und Homorphismen algebraischer Gruppen ) —

Fur jede elementar unipotente Gruppe G ist A(G) ein R(k)-Modul (vgl. 3.3.4 A).
Dieser Modul ist endlich erzeugt nach 3.4.7 (ii). Er besitzt keine T-Torsion, weil eine

Funktion f:G — k mit Werten im Korper k gleich Null ist, falls eine Potenz von ihr
gleich Null ist. Man beachte, nach Definition der R(k)-Modulstruktur von A(G) in
3.3.4 Aist Tef = fP.

Fur jeden Homomorphismus h: G — G’ und jede additive Funktion f: G’—)Ga ist

h*(f) = foh: G —- G — Ga eine additive Funktion. Deshalb ist die Abbildung

A(G’) — A(G), f » h*(f) = feoh,
eine wohldefinierte Abbildung. Diese Abbildung ist k-linear,
h#(c’f” + c”f) =(c’sf” + c”+f")°h
=c’¢f’oh + ¢”+f” ch
=c’» h*(f") + c”« h*({"),

und es gilt
h*(Tef) = (T+f)oh
= fPoh
= (feh)P
= Teh*(f).
Damit ist

h*: A(G’) — A(G)
ein Homomorphismus von linken Moduln tiber R(k).
2. Schritt. Konstruktion eines kontravarianten Funktors
Kategorie der endlich
G: | erzeugten R(k)-Moduln

ohne T-Torsion
im umgekehrter Richtung (vgl. 14.3.6).

Kategorie der elementar unipotenten Gruppen
— ( und Homorphismen algebraischer Gruppen )

Sei M ein endlich erzeugter (linker) R(k)-Modul ohne T-Torsion. Wir bezeichen mit
S:=S, (M)
k

die symmetrische Algebra des k-Moduls M und mit
I[=IM):=(T-m-mPImEM)S (CS)

das Ideal von S, welches von den Differenzen Tem - mP erzeugt wird. Es reicht, die
folgende Aussagen zu beweisen.
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Die k-Algebra N
k[M] := S/1
ist der Koodinatenring einer elementar unipotenten Gruppe § = G(M), fur
welche die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1.A:k[M]—>k[M]®kk[M],m b m®1+1®m, ist die Komultiplikation von § W
L
2.::k[M]— k[M],m » -m, ist der Antipode von §

3. Die Projektion S>— k auf die homogene Kompoente des Grades 0

faktorisiert sich iber k[M] und induziert so die Auswertung im neutralen

Elment von § J
Die Funktorialitat dieser Konstruktion ergibt sich dann namlich wie folgt. Sei

h:M —M’
ein Homomorphismus von endlich erzeugten linken R(k)-Moduln ohne T-Torsion.
Dann ist h insbesondere eine k-lineare Abbildung und induziert auf Grund der

Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra einen k-Algebra-
Homomorphismus

s :=S(h) := Sk(h): Sk(M) — Sk M),
dessen Einschrankung auf M gerade h ist. Insbesondere ist
s(mP) = s(m)P
und weil h eine R-lineare Abbildung ist, gilt
S(Tem) = h(Tem) (wegen sIM =h)

= T+h(m) (h ist R-linear)

= Tes(m).
Zusammen ist s(Tsm - mP) = Tes(m) - s(m)P fur jedes m € M, d.h. es gilt

s(IM)) C IM).

deshalb induziert der k-Algebra-Homomorphismus s einen k-Algebra-
Homomorphismus

s:k[M] — k[M’]
und damit eine regulare Abbildung von algebraischen Varietaten
S(h):5(M’”) — S(M).

Zum Beweis der Aussage des zweiten Schritts ist - neben der Aussage (1) - noch zu
zeigen, daf} dies ein Gruppen-Homomorphismus ist, d.h. dal das Diagramm

h)xG(h
SM)*GM?) i )—?( : SM)*xG(M)

ul lu’
SM’) 9L>h) SM)

kommutativ ist (wobei u und w' die Gruppen-Multiplikationen bezeichnet). Dazu reicht
es die Kommutativitat des zugehorigen Diagramms der Koordinatenringe zu beweisen.
Zu zeigen ist die Kommutativitit des Diagramms
s®s
k[M]®kk[M] — k[M’]®kk[M’]
N tar )

k[M] —s> k[M’]
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wobei die verkalen Abbildungen gerade die Komultiplikationen sein sollen. Weil die
Abbildungen des Diagramms k-Algebra-Homomorphismen sind, reicht es, die
Kommutativitit fur die Elemente eines Erzeugengensystems der k-Algbra k[M] zu
uberprufen, zum Beispiel fur die Elemente [m] € k[M] die durch ein mEM reprasentiert
werden. Es gilt

A’(s([m])) = A’([h(m)]) (nach Definition von s)
= [h(m)®1+1&®h(m)] (nach Definiton von A’, vgl. (1))
= [h(m)]®1+1®[h(m)]

= s(Im)®1+1®s([m]) (nach Definition von )
=(s®s)(m|®1+1®[m]) (s ist k-Algebra-Homomorphismus)
= (s®s)(A(m]) (nach Definition von A, vgl. (1))
Das Diagramm (2) ist somit tatsachlich kommutativ.
;Veg\t/?)r ist zu zeigen, daf} die Gruppe G(M) elementar unipotent ist. Die k-Algebra
k

wird nach Definition durch die Elemente aus M erzeugt. Dasselbe gilt damit auch fur die
Faktoralgebra

k[M] = k[S(M)].
Nach Definiton von A in (1) besteht das Bild von M in k[M] aus additiven Funktionen
von §(M) (vgl. Bemerkkung 3.3.1 A (ii)). Deshalb wird der Koordintenring k[G(M)]
von den additiven Funktionen erzeugt. Nach 3.4.8 (mit F = k) ist §(M) elementar
unipotent.

Der Beweis der Aussage des zweiten Schritts ist damit auf den Beweis der Aussage (1)
zuruickgefuhrt. Die Beweise erfolgen in den nachfolgenden Schritten.

3. Schritt. k[M] ist eine endlich erzeugte und reduzierte k-Algebra im Fall M = R(k).
Wir betrachten die natiirliche Einbetttung

MG S = Sk(M)’
welche M mit der homogenen Komponente von S des Grades 1 identifiziert und
bezeichnen das Bild von T! bei dieser Einbettung mit Ti (furi=0,1,2,...). Das Bild

von M bei dieser Einbettung ist dann gerade der k-Vektorraum

iM) = E k-Ti
1=0
mit der Basis {Ti}i>0 . Die symmetrische Algebra
S = Sk(M) = k[TO’Tl’T2""]
ist isomorph zum Polynomring iiber k in den abzahlbar vielen Unbestimmten Ti' Die

Multplikation der Elemente von M mit denen aus R(k) ist auf i(M) gegeben durch

T-T.=T. ..
1 i+1

Weil die Multiplikation in S kommutativ und multilinear uiber k ist, folgt fur
m= E mi-Ti eiM) = E k-Ti
i=0 =0
auf Grund der positiven Charakteristik p von k
- P, PP
Tem-mP = i§0mi T, - Eom LT
— P, P
IR
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Deshalb wird das Ideal I = I(M) von den Elmenten der Gestalt T.

_7P
i+l T1 erzeugt, d.h.

es ist
k[M] = S/1 = k[TO
= k[TO]

Dies ist tatsachlich eine endlich erzeugte k-Algebra ohne nilpotente Elemente.
4. Schritt. k[M] ist eine endlich erzeugte und reduzierte k-Algebra im Fall

M = R(t)/R(t)*\

mit A = T + Tn'l-c1 +o+Tee  +c ERQ.
Weil M keine T-Torsion haben soll, ist auf Grund von Bemerkung (ii)

c #0.
n

P
Ty (T =T 1= 0,12, )

Weil die von O verschiedenen Elemente von ReA einen Grad = deg(A) = n haben (vgl.
Bemerkung 3.3.1 B (iii)), bilden die Potenzen

T miti=0,1, ..., n-1

eine k-Vektorraumbasis von M. Wir bezeichnen das Bild des Basiselements Ti bei der
naturlichen Einbettung von M in S mit Ti’

M S5 S =S (M), T T firi=0,..n-1.

Dann gilt

S =SL(M) = F[T, T .T,..T 1,

Identifizieren wir den Modul M mit seinem Bild in S, so 1st die Multiplikation mit T auf
diesem Bild in S gegeben durch

T-Ti = T. +1 furi=0,...,n-1

T = T 1617716 " Tpe,
Die letzte Identitat kommt von der Tatsache, daf} die Restklasse von A in M gleich O ist,
also in M die Identitat

Tl o mlee T e inM
1 n-1 n
besteht. Weil jedes Element von M die Gestalt
n-1
m= Em-Tlmltm eF
i=0
hat, also
b n-2 p n-2 P D
Tem - m => m; -T - > m; -T +m _1-(-Tn_lcl-...-T1-cn 1 -TO-C -T 1)
i=0 i=0
n-2 D D
lzom (T Ti)—m . (T 1+T 1C1+"'+T1.Cn—1 +T0-cn)

gilt, wird das Ideal I von den Elementen
T. -TPmiti=0,..0-2und Tb +T ¢ +.4T sc_ +Toec
- n

i+l n-1"1 1 n-1 0
erzeugt, d.h. es ist
k[M] =S/1
p P . e |i= -
k[TO,T1 T2, . ] /(T T T 1+T 1(:1+...+T1 cn_1+T0 cnll—O,...,n 2)

= K[T.1/ (TP +TP" 1 Tp T
= K[ 0] ( 0 + 0 -c1+...+ 0", 1+ O'Cn)'
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Diese k-Algebra ist als Faktoralgebra einer Polynomalgebra tiber k in einer
Unbestimmten endlich erzeugt. Wir haben noch zu zeigen,

kIM] =k ) / p_,_]p_l + +lI + 0
M]=K[T,]/ (T -c1 ~tlgec 1 [ ec)
ist reduziert, d.h. das Polynom

~ n n-1
—TP +TP . P, .
A T0 +T0 Cl+"'+TO cn_1+T0 cn

hat keine mehrfachen Nullstellen (in k). Da X die Nullstelle 0 hat, st dies aquivalent
dazu, daf die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind.

T T T v I v | -1 hat keine mehrfach
. = 0 = O + O C1++ O Cn_1+ Cn al Keine menrracne
Nullstellen.

2. 0 ist keine Nullstelle von ? .

Weil M keine T-Torsion haben soll, ist der Koeffizient cn ungleich Null, d.h.

Bedingung 2 ist erfullt. Das Polynom % besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle,
wenn dessen Ableitung

-1 orp™2, 01 gy 1o, P2,
(p 1) TO +(p 1) TO cl+...+(p 1) TO 1

identisch Null ist, d.h. wenn gilt

N1 et — L 1) oe = — a2 Ve — (ro1Ve _
P -D lk—(p 1) cl—...—(p 1) Cn—2_(p 1) Cn—l_o'
Weil die Charakteristik des Grundkorpers gleich p > 0 ist, ist dies dquivalent zu
lk: C = =C»=C =0

Die Bedingung 1k =0 ist nie erfullt, d.h. es gilt 1.

5. Schritt. Fur endlich erzeugte R(k)-Moduln M’ und M” gilt

KIM'® M”] = K[M'] ®, k[M”]

Sind insbesondere die k-Algebren k[M’] und k[M”] endlich erzeugt und

reduziert, so gilt dasselbe fur k[M’@M”] und fur die zugehorigen affinen
algebraischen Varietietaten ist

9(M’@M”) E 9(M7) X 9(M,7).
Sei
M =M&M”.
Dann gilt
SF(M) = SF(M )®FSF(M ).
(vgl. Anhang 2.10 (iv)). Seien I, I, I’ die Ideale von
S:=S_.M),S”:=S_(M’) bzw. S” :=S_(M”)
F F F
mit
k[M] = S/I, k[M’] = S°/T” bzw. k[M”] = S”/T”.
Firm=m’+m” € M mitm’ € M’ und m”"EM” gilt
Tem-mP  =Tem’ + Tem” - (m’+m”)P
=Tem’ + Tem” - m’P-m”P (weil p>0 die Charakteristik von F ist)
=(Tem’ - m’P) + (Tem”-m”P)
Er®l + 117 (C D).
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Das dies fur jedes m gilt, folgt
[=T®S”+ S ®I”,
also
N =S’®S”/(I'®S” + S’®17)
=(S'/T’) ® (S17),
d.h. es ist
k[M] = k[M’]®k[M”].
Die Behauptung des funften Schritts folgt damit aus 1.5.2 und der Definition des
Produkts von Varietaten (vgl. 1.5.1).
6. Schritt. Fur jeden endlich erzeugten R-Modul ohne T-Torsion ist k[M] der
Koordinaten-Ring einer (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) affinen
Varietat G(M).
Nach 3.3.3 (iii) ist M eine direkte Summe
M= M1 @...@Mr

von zyklischen Teilmoduln Mi = R/R-?»i mit KiER. Weil M keine T-Torsion besitzt,
gilt dasselbe fur die Mi' Nach dem dritten und vierten Schritt sind die k[Mi] endlich

erzeugte und reduzierte k-Algebren. Nach dem funften Schritt gilt dies auch fur k[M].
Damit ist k[M] der Koordinatenring einer affinen algebraischen Varietit G(M):
7. Schritt. Fur jeden endlich erzeugten R(k)-Modul M ohne T-Torsion besitzt G(M) die
Struktur einer linearen algebraischen Gruppe, die den Bedingungen von (1)
Wir betracht%fln(liligtl‘(—linearen Abbildungen
M= M®kk S Sk(M)®kSk(M), mp m®1 » m®1,
und
M= k®kM S Sk(M)®kSk(M)’ mp 1®mp 1® m.
Sie definieren eine k-lineare Abbildung,
'+ M — Sk(M)®kSk(M), mpPp m®1 + 1&®m,
und damit einen k-Algebra-Homomorphismus
A:Sk(M) — Sk(M)®kSk(M)’ m P m®1 + 1®m.
Analog definiert die k-lineare Abbildung
M— Sk(M)’ m - -m,
einen k-Algebra-Homomorphismus
L Sk(M) — Sk(M)’ m b -m.
Die Projektion auf den homogenen Bestandteil des Grades O bezeichnen wir mit
€: Sk(M) — k
Es ist ebenfalls ein k-Algebra-Homomorphismus. Wir zeigen als erstes, da3 zu den

gerade definierten Abbildungen A, v und ¢ kommutative Diagramme gehodren, die den
Gruppen-Axiomen einer linearen algebraischen Gruppe ensprechen (vgl. 2.1.2).
Zunachst betrachten wir das dem Assoziativgesetz entsprechende Diagramm

A®id
ARA®A «— AR®A
id@AT TA
A
A®A «— A

(mit A = Sk(M)). Da es sich um ein Diagramm von k-Algebra-Homomorphismen

handelt, reicht es die Kommutativitit fur die Elemente einer Teilmenge von A zu
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uiberpriifen, welche die k-Algebra erzeugen, zum Beispiel fur die Elemente aus M C A.
Ein Elemenent m € M wird wie folgt abgebildet,
MIOIPI+1OMP1+1PX1®mM 4 m&1+1®m
T T

m®1+1®m “ m

Man beachte, 1 ist ein Element vom Grad 0 und wird beim k-Algebra-Homomorphis-
mus in sich abgebildet. Das Diagramm ist tatsachlich kommutativ.

Betrachten wir als nachstes das Diagramm

1d®g
m +— A®A

e@id]  Nid Ta
AGA & A

zur Existenz des Einselements. Ein Elemenent m € M wird wie folgt abgebildet,
A “ m®1+1®m

T N T

m®1+1®m « m
Man beachte die Elemente m € M werden als Elemente vom Grad 1 aus A durch die
Abbildung ¢ in die Null abgebildet. Weil ¢ ein k-Algebra-Homomorphismus ist, geht
das Element 1 des Grades 0 in sich uiber. Auch dieses Diagramm ist kommutativ.

Betrachten wir als letztes das Diagramm

\®id
A®A — A®A

AT lm

€
A — A

A l Tm
1d®u
ARA — A®A
zur Existenz des Inversen. Ein Elemenent m € M wird wie folgt abgebildet,

mP1+1®m b -mP®1+1®m

t I
€

m — 0

J 1

m1+1®m » m®1-1®m

Auch dieses Diagramm ist kommutativ. Zum Beweis der Behauptung des siebten
Schritts reicht es zu zeigen, daf3 die Abbildungen

A:Sk(M) — Sk(M)®kSk(M), mp m®1 + 1®m,

L Sk(M) — Sk(M), m P -m,
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€: Sk(M) — k,
jeweils entsprechende Abbildungen mit der Faktoralgebra k[M] anstelle von Sk(M)

induzieren. Die Kommutativitit der obigen Diagramme bleibt dann beim Ubergang zur
Faktoralgebra k|[M] erhalten, so da3 k[M] tatsachlich der Koordinatenring einer lineare
algebraischen Gruppe ist, welche den Bedingungen von (1) geniigt.

Sei p: Sk(M) — k[M] die naturrliche Abbildung auf die Faktoralgebra. Fur m €1 gilt
A(m) =m®1+1®m & I®Sk(M) + Sk(M)®I,

also

(P®P)(AM) =0® S, (M) +§, (M)®0 = 0.

Deshalb liegt I im Kern von (p®p)°A. Die Abbildung faktorisiert sich uiber p und wir
erhalten einen k-Algebra-Homomorphismus

A: k[M] — kIM]®, k[M], mp m®1 + 1®m,

fur welchen das Diagramm

A
S, (M) — S, (M)®S, (M)

ol  le®p

A
kIM] — k[M]®k[M]
kommutativ ist.

Fur m €1 gilt (m) = -m € 1. Deshalb liegt [ im Kern der Zusammensetzung pet. Die
Abbildung faktorisiert sich uber p und wir erhalten einen k-Algebra-Homomorphismus
1: k[M] — k[M], m > -m,

fur welchen das Diagramm

L
Sk(M) — Sk(M)

ol e

L
k[M] — k[M]
kommutativ ist.
Das Ideal & Sk(M) wird von Elementen erzeugt, deren homogener Bestandteil der

Grades 0 gleich 0 ist. Deshalb liegt I im Kern von &: Sk(M) — k und faktorisiert sich €

uiber p und definiert so einen k-Algebra-Homomorphismus ¢: k[M] —s k, fur welchen
das Diagramm

€
Sk(M) — k

ol /e
k[M]
kommutativ ist.
Nach Konstruktion bleibt die Kommutativitit der obigen Diagramme erhalten, wenn

man Sk(M) durch k[M] und A, v und € durch Z, « und ¢ ersetzt. Die Abbildungen A,
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L und ¢ definieren damit auf der affinen algebraischen Varietit G(M) des funften
Schritts mit dem Koordinatenring k[M] die Struktur einer linearen algebraischen Gruppe

mit der Komultiplikation A, dem Antipoden v und der Auswertung & im neutralen
Element. Diese genuigen den Bedingungen von (1). Damit sind die Aussagen des
zweiten Schritts bewiesen.

Bemerkungen
1. Damit ist der Beweis der Behauptung reduziert auf den Beweis der Aussage, dal} die

Funktoren A und G der ersten beiden Schritte quasi-invers zueinander sind. Dazu
betrachten wir fur jeden endlich erzeugten R(k)-Modul M ohne T-Torsion die
Zusammensetzung

. i P

J =M S S (M) —» k[M] =k[SM)] 3)
der natrulichen Einbettung i des k-Vektorraums M in die symmetrische Algebra mit
der naturlichen Abbildung p auf die Faktor-Algebra k[M], die nach Definition von

G(M) gerade der Koordinatenring der elementar unipotenten Gruppe G(M) ist. Nach
Definition ist j eine k-lineare Abbildung. Bezeichnet A = AM die Komultiplikation

der Gruppe G(M), so gilt
A(j(m)) =j(m)®1 + 1®j(m)
fur jedes m € M (nach Definition von A). Deshalb liegt das Bild von j ganz im R(k)-
Modul der additiven Funktionen von §(M),
o CAGM), 0

(nach Bemerkung 3.3.1 A (ii), zur R(k)-Modulstruktur von M, siehe 3.3.4). Weiter
1st
Jj(Tem) = j(mp) (nach Defintion von k[M])

= j(m)P (p 1st ein k-Algebra-Homomorphismus)

= Tej(m) (Definition der R-Modulstruktur von A(9(M)) in 3.3.4)
Damit ist die Abbildung j ein Homomorphismus von R-Moduln, wenn wir sie als

Abbildng mit Werten in A(G(M)) betrachten,
j: M — A(S(M)) ist R(k)-linear. 5)
Man beachte,

J ist funktorieller Morphismus beziglich M

(als Zusammensetzung von funktoriellen Morphismen). Als nachstes wollen wir
zeigen, dal} (5) ein Isomorphismus von R(k)-Moduln ist. Wir gehen vor wie bisher
und beweisen dies zunachst fur die zyklischen direkten Summanden von M.

2. Weiter betrachten wir fur jede elementar unipotente Gruppe G die naturliche
Einbettung

i:A(G) S K[G].

Weil die k-Algebra k[G] von A(G) erzeugt wird (nach 3.4.7 (ii)), ist der induzierte
k-Algebra-Homomorphismus

s:=8(1):8, (A(G)) —» kIG] (7)
surjektiv (und stimmt auf A(G) C Sk(A(G)) mit der identischen Abbildung

uberein). Fur m € A(G) gilt
s(Tem - mP) = s(Tem) - s(m)P (s ist ein k-Algebra-Homomorphismus)
={(T*m) - i(m)P (s ist eine Fortsetzung von 1)
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=Tem - mP (i ist die identische Abbildung)

=0 (nach Definition der Operation von R(k) auf A(G))
Damit wird das (im zweiten Schritt definierte) Ideal I = I(A(G)) in die Null
abgebildet, d.h. s faktorisiert sich iiber k[ A(G)] und induziert einen surjektiven k-
Algebra-Homomorphismus

s k[S(A(G)] = KLA(G)] —» KIGI. ®)

Nach Konstruktion ist die Zusammensetzung

S
A(G) — k[S(A(G))] —» kIG]
der naturlichen Abbildung mit s die identische Abbildung. Weil jM auch fur M =

A(G) ein Isomorphismus ist, haben G und G(A(G)) dieselben addititiven Funktio-

nen. Wegen der Surjektivitit von s konnen wir G als abgeschlossene Untergruppe
von G(A(QG)) betrachten,

571G S GAG)). ©)
Wir wollen zeigen, daf diese beiden Gruppen sogar gleich sind. Nach 3.4.7 (ii1) ist
G ein direktes Produkt von endlich vielen abgeschlossenen Untergruppen der Gestalt
Ga und endlich vielen endlichen Gruppen der Ordnung p. Auch hier beweisen wir

die Aussage zundchst fur die direkten Faktoren.

8. Schritt. Im Fall M = R(k) ist (5) ein Isomorphismus.
Nach dem dritten Schritt ist j als Abbildung mit Werten in k[G(R(k))] = k[R(k)] von der
Gestalt

Tl b’
Rk) — k[TO], E fi T » E fi T0 .
=0 =0
Insbesondere ist der Koordinatenring von §(R(k)) ein Polynomring iiber k in einer
Unstimmten,

KIG(R(K)] = KIT ],

und
SRK) =G,
die additive Gruppe. _
Die Abbildung j ist injektiv (wegen der linearen Unabhangigkeit der Tz)). Wir haben

noch zu zeigen, ihr Bild ist gleich A(G(R(k))), d.h. daB jede additive Funktion auf
SR(k)) = Ga hat die Gestalt

i
igofi-TB € k[TO].
Das ist aber der Fall nach 3.3.5 (mit n = 1, vgl. auch die Aussage des ersten Schritts im
Beweis).
9. Schritt. Im Fall M = R(k)/R(k)*A mit einem AER(k)-{0} ist (5) ein Isomorphismus.
Nach dem vierten Schritt hat A die Gestalt

mitA =T+ TV lec + . +Tec . +c_ mitc.Ek fur jedesiundc_ # 0.
1 n-1 n 1 n

und die Restklassen der Ti miti=0, ...., n-1 bilden eine Basis von M als als k-
Vektorraum, d.h. mit

t := T mod R(k)*A
ist
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M=k + ket + k-t2 + ...+ k-tn'1 mit 1, t, t2,...,tn'1 linear unabhangig uiber k. (10)

Ebenfalls nach dem vierten Schritt ist

KIM] = k[T, ] /KT (TP Tp"" TPec 4T
[M] =K[T,]/k 0]( 0 T et Toee gt 0°Cn)’
mit
=T mod k[T, |(TP"+TP"" Thec 4T
tO =T, mo [ O]( 0 + 0 ¢ e O.Cn)
also
nq; . nq.. e
k[M] =k + k°t0 + ...+ k-tg mit 1, tO,...,tf(’) linear unabhingig uber k, (11)
und j ist die Abbildung
n-1 . n-l i
M—k[M], Sfet' 3 fetP.
g ~01 0
1=0 1=0
n
Wegen der linearen Unabhangigkeit der 1, tO""’tg -1 iber k ist auch diese Abbildung

injektiv. Wir haben zu zeigen ist Bild ist gleich A(G(M)), d.h. zu zeigen ist, jede
additive Funktion aus k[M] = k[G(M)] hat die Gestalt

1'1-1 1
3 f.otP mit f. € k fur jedes i.
=010 1
1=0
Sei also
p-1
f = E fl‘to
1=0
eine additive Funktion auf der Untergruppe
SM) = V(X)

={cEkIN()=0}
der additiven Gruppe Ga mit der Gleichung

NT ) = TP ™! TP T.ec =0
( O) =T5 + 0 -cl+...+ O'Cn-l+ 0", =0

Man beachte X ist ein additves Polynom. Dann gilt
f(x+y) - f(x) - f(y) = 0 fur beliebige x,y € G(M) C Ga =k.
Nach (11) kénnen wir k|[M] mit dem k-lineare Unterraum von k[T

1

O] identifizieren, der

erzeugt wird (indem wir t, mit T

i n-
von den Potenzen TO miti=0,...,p 0 0

identifizieren). Dann ist das Polynom
f(Ty+y) - f(T,) - £(y)

fur jedes x € G(M) an der Stelle x gleich Null. Dieses Polynom hat einen Grad <p™ hat

aber p" verschiedene Nullstellen, denn die Gruppe

SM)=V(c)
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besteht D punkt 15 = "™ ! TP T «c den Grad
cSie aus genaup unkten (Wel = 0 + 0 Cl+...+ 0Cn-1+ OCn en ura

p" besitzt und nach dem vierten Schritt keine mehrfachen Nullstellen hat). Deshalb ist

das Polynom
f(Ty+y) - (T -1(y) =0
identisch Null. Alle seine Koeffizienten sind also gleich Null. Diese Koeffizienten sind

Polynome in y, deren Grad ebenfalls < p" ist. Da aber y € (M) genau p™ verschiedene
Werte annehmen kann, sind es ebenfalls Polynome, die identisch Null sein miussen.
Damit ist das Polynom
n-1
f(T, +U ) - f(T..) - f(U )ep keTHhUN CK[T.., U ]
00’ o) o i?_ 0-0 =" “g
ebenfalls identisch Null. Wir haben gezeigt, die vorgegeben additive Funktion
fe ASM))

von §(M) ist die Einschrankung einer addiven Funktion auf Ga’

f= ?|9(M) mit T € A(Ga) und deg T < p".

Als additive Funktion auf Ga ist aber T eine k-Linearkombination von Funktionen der

i ~y ~yY
Gestalt Tg (mit i < p™ wegen deg f < p™). Dann ist aber die Einschriankung f = f I9 M)

i
eine k-Linearkombination von Funktionen der Gestalt tg mit i < p", wie behauptet.

10. Schritt. Sei M = M’@M?” eine direkte Summe von endlich erzeugten R(k)-Moduln
M’ und M” ohne T-Torsion, fiur welche die naturlichen Abbildungen (3),
sagen wir,

"M — k[GM*)] und j”: M” — k[G(M”)]
Isomorphismen von R(k)-Moduln

—~

M i) A(GM’)) und j”: M” i) A(GM™))
sind. Dann ist auch
j =iy M —s AGM)

ein Isomorphismus von R-Moduln.
Nach (5) ist j eine R-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, daf sie bijektiv ist. Weil
(5) ein funktorieller Morphismus ist, fhren die naturlichen Einbettungen
M S MEM”und M” & M EM”
zu kommutativen Diagrammen
& g M 9 @M” M b g M b @M b

M
il= li wd j|= li

ASM)) — ASM’EM?)) AGM”)) — AGM®&M™))

Nach dem funften Schritt gilt

G=GxG”
und die Projektionen auf die beiden Faktoren induzieren (als surjektive Abbildungen)
Injektionen der Koordinatenringe

k[SM")] =k[G’] & k[G*xG] = k[S(M’®M”)] und
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k[S(M™)] =k[G”] & k[G**G] =k[S(M'®M™)],
deren Einschriankungen auf die additiven Funktionen gerade die unteren horizontalen
Abbildungen der beiden Diagramme sind. Letztere sind also injektiv und konnen als
naturlichen Einbettungen betrachtete werden.

b 2

q q
M oS MoeM M S MM

il= i wa 7= li

~Y
2

q’ q
A(GM)) & A(GM’EM”)) A(GM”)) & A(GM’DM™))
Ist

h: G=G'xG” — Ga
eine additive Funktion auf G, so sind
h’: G’ =G’x{e"} & G'xG” i) Ga
und
h”:G”={e’} xG & G’xG” i) Ga

additve Funktionen auf G’ bzw. G”. Auflerdem gilt fur x € G’ und yeG™:

h(x,y) = h((x.e”)(e’,y)) = h(x,e”)+h(e’,y) = b’ (x)+h"(y).
Nach Voraussetzung liegt h’ im Bild von j* und h” im Bild von j”. Beide liegen also im
Bild von j. Dann liegt aber auch h =h’ + h” im Bild von j. Wir haben gezeigt,
J ist surjektiv.
Wir haben noch die Injektivitit von j zu beweisen. Sei

(m’,m”) € Ker(j).
Wir betrachten die additiven Funktionen
h’=7(m’): G — Ga und h” =j”’(m”): G” — Ga
von G’ bzw. G”. Dann ist
h:=h’+h”: G=GxG” — Ga’ (x,y) » h’(x) + h”(y),

eine additive Funktion auf G mit
h - q ’j’(m’) + q ”j’,(m’7)

=J(q’(m)) +j(q"(m™))

=j((m’,0) + (0,m"))

=j(m’,m”)

=0 (weil (m’, m”) im Kern von j liegt).
Weil die Abbildung h identisch Null ist, sind auch die Einschrankungen

h’=hl ., und h” =hl_,,
G G
identisch Null,
0=h"=j’(m’)und 0 =h" =j"(m").
Weil j” und j” injektiv sind, gilt m’ = 0 und m” = 0. Wir haben gezeigt, der Kern von j
ist trivial, d.h. j ist injektiv.
11. Schritt. Fur jeden endlich erzeugten R-Modul M ohne T-Torsion ist die natuirliche
Abbildung

=i M — AGOVD)

von (5) ein (funktorieller) Isomorphismus von R(k)-Moduln.
Nach 3.3.3 (iii) zerfallt M in eine direkte Summe von zyklischen R-Moduln. Nach dem
achten und neunten Schritt ist jM fur zyklische M ein Isomorphismus. Nach dem
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zehnten Schritt ist damit auch jM fur beliebige (endlich erzeugte M ohne T-Torsion) ein

Isomorphimus. Weil j funktoriell ist, erhalten wir so einen funktoriellen Isomorphismus

j: 1d —s AsG.
12. Schritt. Fur G = Ga gilt in (9) das Gleichheitszeichen.

Der Koordinatenring von G ist ein Polynomring tiber k in einer Unbestimmten, sagen
wir

k[G] = Kk[T].
Fur den R(k)-Modul der additiven Funktionen erhalten wir

1
AG)= 3 k-TP
i=0

i
(nach 3.3.5, erster Schritt im Beweis). Wenn wir das Bild von TP bei der natirlichen
Einbettung

AG) & S, (AG)
mit Ti bezeichnen, bekommt die symmetrische Algebra die Gestalt
Sk(A(G)) = k[TO’Tl’ T2, o]
und der k-Algebra-Homomorphismus (11) 14t sich in der Gestalt '
i
= = p

schreiben. Das Ideal I = I(A(G)) wird von den Elementen Ti+ - TF erzeugt, es gilt

1
- _ _ Py _
SKIGAG)] = KIAG] =S, (AGIAT,, - TV 11 =0, 1, .) =K[T,].

und die induzierte Abbildung (8) ist der k-Algebra-Homomorphismus
SK[S(A(G)] = KIA(G)] = k[T )] —» K[T] =k[G], T > T.

Weil s ein Isomorphismus ist, gilt dasselbe fiir die abgeschlossene Einbettung
571G & GAG)),
d.h. ist (9) gilt das Gleichheitszeichen.

13. Schritt. Fur G = Z/pZ gilt in (9) das Gleichheitszeichen.
Wir konnen G mit der abgeschlossenen Untergruppe von Ga = k mit der Gleichung

™P-T=0

identifizieren,
G={ceklIxP-x=0}.
Der Koordinatenring von G bekommt so die Gestalt
K[G] = K[TI/A(TP - T) = kel + ket + ... + ketP™L,
mit
t=T mod (TP - ).

Fur den R(k)-Modul der additiven Funktionen erhalten wir

A(G) = ket,
denn rechts steht ein k-Vektorraum aus additiven Funktionen, und der k-Vektorraum
A(G) hat eine Dimension =< 1, weil eine additive Funktion f auf einer zyklischen Gruppe

bereits durch ihren Wert im Erzeuger 1, €k festgelegt ist:

k
f(n'lk) = n-f(lk) furn=0, 2,3,..., p-1.

Die symmetrische k-Algebra uiber A(G) hat die Gestalt
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S, (AG) =KIT]
und die Abbildung (11) ist der k-Algebra-Homomorphismus*'
S (A(G)) =Kk[T,] —» K[TI(TP - T) =k[G]. T, +> t=T mod (TP - T).

Das Ideal I = I(A(G)) wird erzeugt von T-T1 - TII) =T, - TII) (wegen Tet = tP =t in ket).

Damit gilt

1

KIS(AG)] = KLAG)] =KIT J(T}-T )

und der induzierte k-Algebra-Homomorphismus s hat die Gestalt
SKIG(AG)] = KIT W(TY- T ) —» KITI(TP - T) = KIG],

T, mod (T}- T+ Tmod (TP - T),

ist also ein Isomorphismus. Die abgeschlossenene Einbettung (9) ist damit bijektiv, d.h.
es gilt das Gleichheitszeichen in (9).
14. Schritt. Seien G’ und G” elementar abelsche Gruppen, fur welche in (9) das
Gleichheitszeichen gilt,
G’ = 5(A(G’)) und G” = §(A(G™))
Dann gilt fur G := G’xG” in (9) ebenfalls das Gleichheitszeichen,

G = §(A(Q)).
Nach dem funften Schritt gilt
Es gilt
G =G’ xG” (nach Definition von G)
= G(A(G)xG(A(G™)) (nach Voraussetzung)
= S5(AGHD A(G”)) (nach dem funften Schritt)
Nach dem zehnten Schritt ist deshalb
also
AG) = AGAG)DA(G™)))
= AG)DAG”) (nach dem 10.Schritt mit M = A(G")®@A(G”))
Es folgt

S(AG) o S(AGHDBA(G™))

15. Schritt.  Fur jede elementar unitire Gruppe G gilt in (9) das Gleichheitszeichen.
Als elementar unitare Gruppe ist G ein Produkt von endliche vielen Gruppen, die
isomorph sind zu Ga oder zu einer zyklischen Gruppe der Ordnung p. Nach dem 14.

Schritt reicht es zu zeigen, dafl die Behauptung fur jeden dieser Faktoren gilt. Das ist
aber nach dem 12. und 13 Schritt der Fall.

16. Schritt. Der Funktor
Kategorie der endlich

erzeugten R(k)-Moduln

) (Kategorie der elementar unipotenten Gruppen
ohne T-Torsion

und Homorphismen algebraischer Gruppen ) —

eine Anti-Aquivalenz von Kategorien.

Auf Grund der funktoriellen Isomorphie des 11.ten Schritts, ist jeder endlich erzeugte
R(k)-Modul M ohne T-Torsion isomorph zu einem Modul der Gestalt A(G) mit einer
elementar unipotenten Gruppe G (namlich G = G(M)).

*! Wir verwenden die Bezeichnung T1 fur das Bild des Erzeugers t = t1 von A(G) in der symmetrischen

Algebra.
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Zum Beweis der Behauptung reicht es daher zu zeigen, fur je zwei elementar unipotente
Gruppen G und G’ ist die Abbildung

Hom(G, G’) — HomR(A(G), A(G”)), h » A(h) = h*, (12)

bijektiv (vgl. Bucur & Deleanu [1], Kapitel I, §6, Proposition 1.19).
Beweis der Injektivitat der Abbildung (12).
Abbildung (12) ist ein Homomorphismus von abelschen Gruppen, denn fur je zwei

Elemente a, b € Hom(G, G’), jedes f € A(G’) und jedes x&G gilt
((a*b)*(H)(x) = (fe(asb))(x)
= f((a-b)(x))
= f(a(x)*b(x))
= f(a(x)) + f(b(x)) (weil f additiv ist)
= a*(f)(x) + b*(H)(x)
= ((@*+b*)(1)(x).

Weil dies fur alle x € G und alle fEA(G’) gilt, folgt

(asb)* = a* + b*,
d.h. (12) ist ein Gruppen-Homomorphismus. Sei h € Hom(G, G’) im Kern der
Abbildung (12). Dann gilt h*(f) = 0 fur jedes f € A(G’), d.h.

h f
G—G — Ga

ist fur jedes f € A(G’) die Null-Abbildung. Weil die additiven Funktionen auf G’ die k-
Algebra k[G] erzeugen (nach 3.4.7 (ii)), gibt es additive Funktionen fl,...fr:G’—> Ga
derart, daf

£,

G—>Gg=kr,xl-> e
)

eine abgeschlossene Einbettung von G in die Gg ist. Wegen (fioh)(x) =0 fur jedes i und

jedes x € G ist h(x) das neutrale Element von G’ fur jedes x&€ h, d.h. h: G—G’ ist

der triviale Homomorphismus (der alles ins neutrale Element von G’ abbildet). Wir
haben gezeigt, der Kern der Abbildung (12) ist trivial.

Beweis der Surjektivitat der Abbildung (12).

Wir betrachten den funktoriellen Morphismus (5),

i=iyf M— AGM)) & KAGM))I,

zusammen mit der naturlichen Einbettung der additiven Funktionen in den
Koordinatenring fur den Spezialfall M = A(G). Auf Grund der Funktorialitat erhalten
wir fur jeden Homomorphismus

h: A(G)— A(G’)
von R-Moduln ein kommutatives Diagramm
AG) —  Kk[S(AG))]
h]  GAm)*]|
A(G’) —  Kk[S(A(G)]

Dabei ist die rechte vertikale Abbildung der k-Algebra-Homomorphismus welcher
induziert wird durch den Homomorphismus algebraischer Gruppen
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S(AM): G(A(G")) — S(A(G)).
Weil nach dem 15.ten Schritt in (9) das Gleichheitszeichen gilt, konnen wir das
Diagramm auch in der folgenden Gestalt schreiben.

AG) — k[G]

h| G(A(h)*|
AG’) — k[G’]
Es gibt also einen Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen
S(A(h)): G — G,
fur welchen die induzierte Abbildung der Koordinantenringe
k[G] — k[G’]
eine Einschrankung auf A(G) besitzt, die mit h ubereinstimmt. Mit anderen Worten, h
liegt im Bild der Abbildung (12). Weil dies fur jedes h gilt, ist (12) surjektiv.
QED.

3.4.10 Aufgabe 2
Die Charakteristik p des Grundkorpers k sei > 0. Bezeichne ¢ =¢(T,U) den 2-Kozyklus
von 3.4.3. Weiter G die algebraische Gruppe
G = k2
mit der Multiplikation
(x,x7)(y,y’) = (x+x’, y+y’+c(x,x")) fur x,x,y,y’ € k.

Zeigen Sie, G ist nicht isomorph zu Gg.

Bemerkungen

(1)  Wenn die angegebene Definition des Produkts (x,x’)+(y,y’) die Operatation einer
Gruppe wire, so muite diese Gruppe ein neutrales Element besitzten, sagen wir

(e, e’) EK2,
mit der Eigenschaft, daf3
(e.e”)(y,y)=(,y)
gilt fur beliebige y, y’ €k, d.h.
(e+e’, y+y'+c(ee’)) = (v, y),
d.h.
e+e’ =yund y+y’ +c(e,e’) =y,

d.h.

y =e+e’ =-c(e,e’).
Diese Relation besteht aber nicht fur alle (y, y’) € k2, nur fur die mit

y =e+e’ =-c(e,e’).

(i) Die Theorie der Erweiterung von Gruppen und der Begriff des halbdirekten

Produkts (vgl. MacLane [1], Kapitel IV, §1 oder Weibel [1], Kapitel 6, Abschnitt

6.4 unmittelbar vor Definitin 6.4.9) legen es nahe, daf} die obige Definition durch
die folgende ersetzt werden sollte.

X)+(Y,Y) = (x+y, X’ +y’+c(x,y)) fur x,x,y,y’ € k.
Wir haben hier das Pluszeichen zur Bezeichnung der Gruppen-Operation
verwendet, damit in den folgenden Ausfuhrungen unmi3verstandlich klar ist, von
welcher Operation die Rede ist. Die Verwendung von “+” ist auch deshalb
naheliegend, weil die betrachteten Gruppen abelsch sind.

(1) Die nachfolgenden Betrachtungen legen nahe, daf} die in 3.4.3 eingefuhrte
Kozyklenbedingung df = 0 durch die ursprunglich von Lazard eingefuhrte ersetzt
werden sollte. Die im Buch von Springer verwendete Definition funktioniert nur,
weil die betrachteten Gruppen kommutativ und die Funktionen c(x,y)
symmetrisch in X und y sind.
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Beweis. Zeigen wir zunachst, dal der k2 mit der in Bemerkung (ii) angegebenen
Operation eine lineare algebraische Gruppe ist. Nach Definition sind die Koodinaten der
Summe zweier Punkte Polynome in den Koordinaten der Summanden. Die Operation
ist somit eine reguldare Abbildung. Wir haben noch zu zeigen, dal} es eine Gruppen-
Operaton ist.
1. Schritt. Es gilt das Assoziativgesetzt, d.h. es ist

(XYY N + 22) = (X)) + (3, Y) + (2,2°))

fur beliebige x, y, z, x’,y’, 2’ € k.

Nach Defintion gilt
((xx)+Hy.y)) + (z,27) = (x+y, X'+y’+c(x,y)) + (2,27)
= (X+y+z, X’+y’+2” + c(X,y) + c(x+y,2))
und

XX+ (¥, ) +(z,2°)) = (XX7) + (y+z,y' +2’+c(y,z))
= (X+y+z, X’ +y’+z2’+c(y,z) + c(X,y+2)).
Die Gultigkeit des Assoziativgesetzes ist somit dquivalent zu
c(X,y) + c(x+y,z) = c(y,z) + c(X,y+z),

d.h. zu

c(y,z) - c(x+y,z) + (X, y+2z) - c(x,y) = 0.
Bis auf die Reihenfolgt der Argumente im dritten Glied rechts ist dies gerade die 2-
Kozykel-Bedingung von 3.4.3, d.h. die Bedingung

ac =0.
Nach Definition von ¢ in 3.4.3 gilt aber c(U,V) = ¢(V,U), d.h. die Assoziativgesetzt ist
tatsachlich aquivalent zu

ac =0.
Diese Bedingung ist jedoch erfullt nach Bemerkung 3.4.3 (ii).
2. Schritt. Es gilt das Kommutativgesetz: es gilt

xx) + (v, y) =(y,y) + (x,x) fur beliebige x,x’, y, y’ € k.
Das folgt unmittelbar aus der Definition der Operation, der Kommutativitit von k und
aus c(T,U) = c(U, T) (vgl. die Definition in 3.4.3).
3. Schritt. Existenz des neutralen Elements: es gilt
0,0) + (v,¥y) = (v, y") + (0,0) = (y,y’) fur beliebiges (y,y’) € K2,
Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Operation und der Tatsache, daf3
c(O,U)=¢(T,0)=0
gilt, denn ¢(T,U) ist ein homogenes Polynom des Grades p in T und U, in welchem TP
und UP den Koeffizienten 0 besitzen (vgl. die Definition in 3.4.3).
4. Schritt. Existenz des Inversen: es gilt
(x, x”) + (-x, -x”) = 0 fur beliebige x, x’ € k.
Es gilt
XX)+(y.y") = (0,0) & (x+y, X’+y’+c(x,y)) = (0,0)
< x+y =0und x’+y’ + c(x,y) =0
ey=-xundy =-x"-c(x,y)=-X" -c(X,-X)

< (y,y) =(x,-x7) (wegen c(x,-x) = 0)
Die letzte Aquivalenz basiert auf der Tatsache, daB die Charakteristik des Grundkorpers
k von 0 verschieden sein soll (und die Defintionvon ¢(T,U) in 3.4.3).

Bemerkung

Wir haben gezeigt, k? ist mit der angegebenen Operation eine abelsche lineare
algebraische Gruppe (der Dimension 2). Wir haben noch zu zeigen, da3 diese Gruppe

nicht isomorp ist zu G,,.
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5. Schritt. Die lineare algebraische Gruppe G := k2 mit der in Bemerkung (ii)

definierten Operation ist nicht isomorph zu Gg.
Angenommen, es gibt einen Isomorphismus
h: Gi — G.
Seien
. G= k2 — k, (x,y) b X,

p:G=k> — Kk, (xy) b ¥,
die Projektionen auf die beiden Koordinaten. Es gilt
h((x,x") + (y.y’)  =h(xx’) +h(y.y’)
= (h(x,x"),ph(x,x")) + (wh(y,y"), ph(y.y"))
| = (wh(x,x")+wh(y.y’), ph(x,x")+ph(y.y")+c(mh(x,x"), wh(y.y’))
also
mth((x,x”) + (y,y’)) = wh(x,x’)+mh(y,y’) und

ph((x,x*) + (v,y")) = ph(x,x")+ph(y,y’)+c(mth(x,x"), wh(y,y’)
Die ersten Identitat bedeutet,

T
qtoh: Gi — G — k ist eine additive Funktion.
Die zweite Identitat schreiben wir in der Gestalt
f(p+q) - f(p) - f(q) = c(zh(p), mwh(y)) fur p,q € Ga'

Dabei haben wir f(p) := ph(p) gesetzt. Es reicht zu zeigen, daB eine solche Gleichung
unmoglich bestehen kann. Nach 3.4.6 (iii) reicht es zu zeigen:
1. g(p, q) :=f(p+q) - f(p) - f(q) ist ein polynomialer 2-Kozyklus.

p
2. > g(p, ip) = 0.
i=1
Zu 1. Es gilt
(ag)(X,y,Z) = g(y,Z) - g(Xﬂ’a Z) + g(X, y+Z) - g(X, }’)
=f(y+z) - f(y) - f(z)
- f(x+y+2) + f(x+y) + f(2)
+H(x+y+z) - f(x) - f(y+2)
- f(x+y) + f(x) + f(y)

Zu 2. Als regulare Funktion
h
£=peh: kK2 =G2 5 G 5k
ist f ein Polynom in zwei Unbestimmten. Weil f ein Gruppen-Homomorphismus ist,
gilt
£(0,0) =0,
d.h. das Absolutglied des Polynoms f ist Null. Die Identitat wird im ersten Schritt des

Beweises von 3.4.6 (iii) bewiesen.
QED.

3.4.10 Aufgabe 3

Seien F ein perfekter Teilkorper des Grundkorpers k und G eine zusammenhangende
elementar unipotente F-Gruppe, welche F-isomorph ist zu einer abgeschlossenen
Untergruppe von Um' Zeigen Sie, dann ist G uiber F isomorph zu einer F-Gruppe der

n s . . .
Gestalt G, (Bemerkung: die Triangulierbarkeitsbedingung G & Um kann weggelassen
werden, vgl. 14.1.2).
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Bemerkkung
Der nachfolgende Beweis kommt ohne die Bedingung aus, dal G zu einer

abgeschlossenen Untergruppe von Um F-isomorph sein soll.

Beweis. Der Beweis ist im wesentlichen eine Modifikation des Beweises der Implika-
tion (ii) = (iii) von 3.4.7 im Fall, daf} die Gruppe zusammenhangend ist.

Nach Voraussetzung ist G eine zusammenhangende elementar unipotente Gruppe. Nach
3.4.7 ist damit

A(G) ein endlich erzeugter R(k)-Modul, welcher den Koordinatenring k[G] als k-
Algebra erzeugt.

Die k-Algebra k[G] ist endlich erzeugt, sagen wir
k[G] = k[fl""’fm]' (1)

Weil k[G] von A(G) erzeugt wird, ist jedes fi ein Polynom in endlich vielen Elementen

aus A(G). Wir konnen also annehmen,

fl""’fm e A(G).

Nach Bemerkung 3.3.1 A (iii) ist jedes fi eine k-Linearkombination von endlich vielen

Elementen aus A(G)(F). Wir konnen also annehmen

fl""’fm e A(G)(F).

Weil A(G) endlich erzeugt ist iiber R(k), ist auch

A(G)(F) endlich erzeugt uber R(F)
(nach Bemerkung 3.3.1 A (iv)). Die Multiplikation der Elemente von A(G)(F) mit
Elementen aus R(F) besteht in der wiederholten Anwendung der folgenden beiden
Operationen: man erhebt die Elemente in die p-te Potenz und man multipliziert sie mit
Elementen aus F. Als fi kann man deshalb in (1) ein beliebiges Erzeugendensystem von

A(G)(F) uber R(F) verwenden, d.h. (1) gilt fur beliebige fi mit
A(G)(F) = R(F)-f1+...+R(F)°fr.

Weil G zusammenhangend ist, ist A(G)(F) als R(F)-Modul torsionsfrei (nach 3.3.6
(1)). Weil F nach Voraussetzung perfekt ist, ist A(G)(F) als R(F)-Modul sogar frei
(nach 3.3.3 (iii)). Wir konnen also annehmen,

f l""’fm sind algebraisch unabhéngig uiber k

(nach 3.3.6 (ii)). Als Elemente von A(G)(F) C A(G) sind die fi Homomorhismen

fi: GC— Ga
von linearen algebraischen Gruppen. Weil sie den Koordinatenring k[G] erzeugen, ist
durch
f,(0

G—kMxp

9

e
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ein Isomorphismus von affinen algebraischen Varietiten definiert.*> Weil die fi additive
Funktionen sind, ist es sogar ein Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen
= m
G—G,
Weil die fi in A(G)(F) C F[G] liegen, ist dieser Isomorphismus uiber F definiert, d.h.

es ist ein F-Isomorphismus.
QED.

3.4.10 Aufgabe 4
Die Charakteristik des Grundkorpers k sei p > 0, der Teilkorper F C k sei nicht perfekt
und
aEF-FP,
Zeigen sie,
G:= {(x,y)EGﬁlxp—x=ayp}
ist eine F-Gruppe, welche isomorph aber nicht F-isomorph ist zu Ga (Hinweis:

verwenden Sie Aufgabe 5 von 2.1.5).
Beweis. 1. Schritt. G ist isomorph zu Ga uber k.

Die Funktion
f(x,y) = xP - x - ayP

auf Gg = k2 additiv (als Linearkompination von Potenzen der Gestalt xpl und yp] ) und
G ist nach Definition gerade der Kern des Homomorphismus
f: Gg — Ga
von linearen algebraischen Gruppen. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
f(x,y) = xP - x - ayp ist ein irreduzibles Polynom von k[x,y], (D)

Denn dann ist
k[G] = k[x,yl/(f(x,y)),
dim G =tr. degk k[G] =1.

Als zusammenhangende algebraische Gruppe der Dimension 1 ist
GEGaoderGEGm

G ist irreduzibel und

(nach 3.4.9). Wegen G C Gi besteht G ausschlieflich aus unipotenten Elementen. Es
kommt also nur der Fall
G= Ga

in Frage. Beweisen wir also (1). Dazu betrachten wir f also Polynom in y mit
Koeffizienten aus k[x]. Nach dem Kriterium von Eisenstein (van der Waerden [1],
Kapitel 5, §31) reicht es zu zeigen,

xP - x hat keine mehrfachen Nullstellen in k.

Wegen xP - x = x-(xp'l—l) und weil die Nullstellen von xP~1-1 ungleich O sind, reicht
es zu zeigen,

42 Zunichst ist dies nur ein Isomorphismus der algebraischen Varietit G mit einer abgeschlossenen

Teilmenge von K™ (vgl. Bemerkung 1.3.1 (iii)). Weil die f, algebraisch unabh#ngig sind, ist das Ideal
i

dieser abgeschlossenen Teilvarietit das Nullideal, d.h. die Teilvarietit ist der ganze K",
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xP~1_1 hat keine mehrfachen Nullstellen in k.
Das ist aber tatséchlich der Fall, denn die Ableitung des Polynoms,

(p-1)exP2 = xP2,

ist in jeder Nullstelle von xP “1_1 von 0 verschieden. Man beachte k ist ein Korper der
Charakteristik p > 0.

2. Schritt. G ist eine F-Gruppe mit der F-Struktur F[G] = F[x,y]/ (ayp— (xp—x)).
Wir betrachten die F-Algebra-Homomorphismen

A: Flx,y] — FIx,y,x,y’], f(x,y) b f(x+x’,y+y’),
v Fx,y] — Flx,yl, f(x,y) b f(-x, -y),

e: F[x,y] — F, f(x,y) » £(0,0),
welche der Funktor k®F in die Komultiplikation, den Antipoden bzw. die Auswertung

im netralen Element von Gz uberfuhrt. Deshalb sind die Diagramme von 2.1.2 A mit

A :=Flxy]
kommutativ fur diese Abbildungen kommutativ.
Diese Abbildungen induzieren F-Algebra-Homomorphismen

A : A: F[G] — F[G]® F[G]
1: F[G] — FIG]
¢:F[G] — F
fur welche die Diagramme von 2.1.2 A kommutativ mit
A =F[G]
sind. Durch Anwenden des Funktors k@F erhalten wir kommuttive Diagramme, welche

die Gruppen-Struktur der algebraischen Gruppe G definieren.. Die untensorierten
Abbildung definieren zusammen mit A = F[G] also gerade die F-Struktur der
algebraischen Gruppe G.

Bemerkungen
1. Wir haben noch zu zeigen, da3 G nicht F-isomorph zu Ga ist. Dazu reicht es zu

zeigen, die R(F)-Moduln A(G)(F) und A(Ga)(F) sind nicht isomorph.

2.  Nach 3.3.5 ist
A(Ga)(F) frei vom Rang 1 uiber R(F).

und im ersten Schritt des Beweises von 3.3.5 wird A(Ga)(F) explizit als
Teilmenge von F[T] beschrieben,
i
A(Ga)(F) ={> c. TP | c. €eF, c.= 0 fur fast alle i } = R(F)-T, (D)

=1
d.h. A(Ga)(F) ist frei vom Rang 1 mit der einelementigen Basis {T}.
3. Weil A(Ga)(F) frei vom Rang 1 uber R(F) ist, besteht ein Isomorphismus von
linken R(F)-Moduln
R(F) — AG )(F).
Durch Anwenden des Funktors R(F)/R(F)*T® erhalten wir einen

R(F)
Isomorphismus von F-Vektorraumen

Fo, R(F)/R(F)-T 5 A(G )FVRE)T-AG )(F).

Insbesondere ist
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dimF A(Ga)(F)/R(F)-T-A(Ga)(F) =1.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,

dimg, AG)FYR(E)}T-AG)(F) #= 1. 2)

4.  Zum Beweis von (2) brauchen wir eine hinreichend genaue Beschreibung von
A(G)(F). Der einfachste Weg zu einer solchen Beschreibung scheint darin zu
bestehen, die Beschreibung (1) von A(Ga)(F) und einen explizit gegebenen

Isomorphismus
G, —G
(uber k), wie er auf Grund des ersten Schritts existiert, zu verwenden.
3. Schritt. Konstruktion von zueinander inversen Isomorphismen
Q: Ga—>Gund1p: G—>Ga.
Wir betrachten die Abbildung
¢: G, — K2t (P, a PeP - 1),

Die Abbildung ist regulédr und uiber k definiert (nicht jedoch uiber F, weil a° P nichtin F
liegt). Das Bild von g liegt in

V(ayP - xP+x) = G,
denn es ist

as(@ VPe(tP _ )P - (tPYP 4+ P = (P)P - P - ((P)P 4+ P = 0.
Wir konnen damit ¢ als regulare Abbildung
9:G,— G, tr 2P -,

betrachten. Da die Koordinatenfunktionen von ¢ additive Polynome sind, ist ¢ ein (iber
k definierter) Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen.

Als néchstes betrachten wir die Abbildung

P: GgGg—ﬂ(:Ga, (x,y) x-al/p-y

Die Projektionen GgL — k, (X,y) » X, und Gi — k, (X,y) & vy, sind additive

Funktionen auf Gg. Also sind deren Einschrankungen auf die abgeschlossene

Untergruppe G ebenfalls additiv. Damit ist aber auch y eine additive Funktion, d.h. ein
Homomorphismus von lineare algebraischen Gruppen.

Wir haben noch zu zeigen, da3 ¢ und y zueinander invers sind. Fur t € Ga gilt

P(p(t)) = w(tp , a'l/ PetP - 1)) (nach Definition von @)
=tP- al/ p '(a'l/ PetP -1y (nach Definition von )
=tP-P -
=0

Weiter gilt fur (x,y) € G:
oYP(x,y) =ox- al/ p *y) (nach Definition von )

=((x - al/p-y)p, a'l/p-((x - al/p-y)p -(x - al/p-y))) (Definiton von ¢)
= (P - aeyP, a7 PexP _ aeyP _x 4 al/Peyy)
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= (xP - asyP, 2 PexP _aeyP - x +al/Payy)
Wegen (x,y) € G, d.h. ayP - xP+x = 0 folgt

P(P(x,y)) = (X, a_l/p-(x -X + al/P.y))
= (X, y).
Die Abbildungen ¢ und 1 sind also tatsachlich Isomorphismen von linearen

algebraische Gruppen (iiber). Diese Tatsachte gestattet es uns den R(k)-Modul A(G) als
Teilmenge von k[G] zu bestimmen.
4. Schritt. Abschluf3 des Beweises.

Wir bezeichnen die Restklassen von x und y in k[G] = k[x, y]/(xp -X - ayp) mit

x :==xmod (xP-x-ayP)undy :=ymod (xP - x - ayP)
und die einzige Koordinaten-Funktion auf Ga mit T, sodal} gilt

k[Ga] =k[T]
k[G] =k[X,y] 3)
0 =xP_X-ayP

Die Teilmenge A(G) C k[G] der additiven Funktionen auf G ist gerade das Bild der
Teilmenge A(Ga) C k[Ga] beim k-Algebra-Isomorphismus lp*:k[Ga] — k[G], d.h.

es ist
AG) = 1P*(A(Ga))

i
=yp*{ Y c.e TP | ¢ ek} (nach dem 1.Schritt von 3.3.5 mitn=1)
i=0
i
={3 c.e lp*(T)p I ¢ ek} (P* ist k-Algebra-Homomorphismus)
=0

— —
={> c. (x - al/ p-y W c €k}  (nach Definition von 1 im 3. Schritt)
i=0

— — — — -1
= {cyo(x-alPy)+ 3 e (X -alPYPIP " 1c €k}
i=1
— 1p— — -1
={c o(x -a'Pey)+ Sce xP lc €Kk}
0 ol 1
i=1
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, wegen XP-&P =X (nach (3)) also (; - al/ p-;)p=;.
Damit ist A(G) der k-lineare Unterraum von k[G] mit der Basis

— - . _2_373
x—al/p-y,x,xp,xp ,x P , ... € k[G]

Damit ist aber auch

- - .. _2_.373
y,x,xp,xp Jx P

eine Basis von A(G) uiber k. Die Elemente letzterer liegen aber sogar in der F-Struktur
F[G] = Flx.yl/(ayP- (xP-x)) ( C k[G] = k[x.yl/(ayP- (xP-x)) = k[x.y])
von k[G], d.h. es ist

- 2_3
v,x,x P xP xP .. €AGNFG) = AG)F)
(nach Definition von A(G)(F) in Bemerkung 3.3.1 A (ii)). Es folgt

- _ -2 _
A(G)(F) =Fey + Fex + Fex P4+ Fex P 4+ Fex P 4 .
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(nach Bemerkung 1.3.7 B (iv)).
Fur i = 1 erhalten wir

1+2

+1 1_
+FPx P + ...

: T T B S B
T AG)F) =FP.yP +FPx P4+ FP P

Fur den von dieser Menge erzeugten F-Vektorraum gilt

. 1 _i i+1 —_ i+2
FeT's AG)(F) =FeyP + Fex P+ FexP 4+ Fex P 4

_ i S T TR 5 B R
Nach (3) ist yP = (xP - x)/aalso yP = &P -x)P /aP = x P - xP)/aP . Es folgt

also

also

also

. _ .1 i+1 — i+2
FeT'e A(G)F)=Fex P+ FexP +Fx P 4 .

: _ -2 _3
R(F)T-AG)[F) = 3 FoT'e AG)(F) = Fex P+ Fox P + Fex P 4 .
i=1

A(G)(F) / R(F)*T+A(G)(F) = Fey + Fex

dirnF A(G)(F) / R(F)*T-A(G)(F) = 2.

Damit ist (2) bewiesen, und damit die Behauptung.
QED.

3.5 Anmerkungen

@

(i)

(111)

(iv)

Die Aussagen von 3.1.1 gehen auf Kolchin [2, §3] zuruck. Die Bezeichnung
“Torus” fur eine zusammenhangende diagonlisierbare Gruppe wurde von Borel
[1] gepragt. Er hat die bedeutende Rolle erkannt, die diese Gruppen spielen, die
vergleichbar ist mit der Rolle der kompakten Tori in der Theorie der kompaktten
Lie-Gruppen.

Abschnitt 3.2 enthdlt Standard-Ergebnisse zu den Tori. Der Beweis des
Starrheitssatzes 3.2.8 liefert eine stirkere Aussage: die affine Varietit V des
Satzes kann durch ein beliebiges zusammmenhédngendes Schema uber k ersetzt
werden. Als Konsequenz haben diagolisierbare Gruppen keine “infinitesimalen
Automorphismen”.

Die Theorie der elementaren unipotenten Gruppen weist eine gewissen Analogie
zur Theorie der Tori auf, bei der die Charakttergruppe durch den R(k)-Modul A
von 3.3.1 ersetzt wird. Die Verwendung des Rings R(k) scheint auf Demazure &
Gabriel [1, Kapitel IV, 3.6] zuriickzugehen. In Demazure & Gabriel [1, Kapitel
V, 3.4] findet man allgemeinere Ergebnisse fur beliebige kommutative unipotente
Gruppen. Diese werden als “Dieudonné-Moduln” beschrieben.

Eins der Hauptergebnisse dieses Kapitels ist der Klassifikationssatz 3.4.9. Der
erste  publizierte Beweis scheint der von Grothendieck zu sein
(Demazur&Grothendieck [1, Kapitel 4, Expose 7]). In Borel [3, Kapitel III, §10]
wird ein Beweis angegeben, der die Tatsache verwendet, daf} eine irreduzible
glatte projektive Kurve mit unendlicher Automorphismengruppe, die einen Punkt

fest 1aBt, isomorph ist zum P!, Der hier angegebene Beweis ist elementarer. Wir
nutzen die Klassifikation der elementar unipotenten Gruppen. Wir brauchen auch
das Ergebnis zu den polynomialen Kozyklen von 3.4.4, welche auf Lazard [1,
Lemma 3] zuriickgeht. Einen anderen Beweis des Klassifikationssatzes, der
ebenfalls additive Polynome verwendet, kann man in Humphreys [1, Abschnitt
20] finden.

Index
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Gruppen-Algebra, 13
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Korand-Operator
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Morphismus
separabler, 31
multiplikative einparametrische Untergruppe, 7

—N—

Normalisator
einer Untergruppe, 25

—P—

p-adische Entwicklung, 106
perfekter Korper, 95
p-Gruppe

elementare abelsche, 124
Polynom

additives, 100
polynomialer 2-Kozyklus, 116
polynomialer 2-Kozyklus, 107
polynomialer Korand-Operator, 107

_Q_

quasi-affine Varietat, 75

—R—

rationaler Charakter einer linearen algebraischen
Gruppe, 7

regulare Familie von Homomorphismen
algebraischer Gruppen, 23

Ring
entgegengesetzter, 96
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—S— multiplikative einparametrische, 7
separabler Morphismus, 31 —V—
—T— Varietat
quasi-affine, 75
toroidale Varietat, 82 Varietat
Torsionspunkt, 45 toroidale, 82
Torus Vektor-Gruppe, 106

affine Einbettung eines, 81
algebraischer, 7

F-, 50

zerfallender F-, 50

Vereinbarung

im abelschen Fall, 7
—U— —7 —

unipotente lineare algebraische Gruppe

Zentralisator
elementare, 106 einer Untergruppe, 25
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